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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящие «Очерки» посвящены диалектико-материалисти¬ 
ческому анализу общих философских вопросов математики и 
ведущих конкретных методологических проблем этой науки при¬ 
мерно до начала XX века Они состоят из трех частей, органи¬ 
чески между собой связанных. В первой исследуются вопросы 
1) математика и материальная действительность, 2) логика по¬ 
строения и развития математики как систематизированного, на¬ 
учного знания Во второй части анализируются три главных кри¬ 
зиса основ математики — их содержание, эволюция и философ¬ 
ская проблематика, причем рассмотрение этих вопросов в отно¬ 
шении последнего кризиса доводится до начала XX века 
В третьей части рассматриваются аналогичные вопросы в отно¬ 
шении аксиоматического метода, и притом снова хронологически 
в тех же рамках Рассмотрение эволюции и философского со¬ 
держания конкретных методологических проблем математики 
имеет целью, во-первых, подтвердить основные выводы, сделан¬ 
ные при рассмотрении общих философских вопросов математи¬ 
ки, и, во-вторых, создать базу для рассмотрения философской и 
логической проблематики оснований математики в XX веке, че¬ 
му целесообразно посвятить самостоятельное исследование До 
конца XIX века математические теории строятся как содержа¬ 
тельные или как полуформализованные Конец XIX — начало 
XX века открыли эпоху формализации математики: теории мно¬ 
жеств, учения о числе, геометрии и других математических 
теорий. 

При написании «Очерков» я старался всегда и везде не упу¬ 
скать из виду живую, работающую математику с ее запросами 
к логике и философии. 

По структуре и частично по содержанию настоящие «Очер¬ 
ки» воспроизводят мои «Очерки по вопросам обоснования ма¬ 
тематики», изданные Учпедгизом в 1958 г. Первая часть «Очер¬ 
ков» рассчитана на широкий круг читателей Вторая и третья 
части имеют в виду преимущественно читателей, обладающих 
соответственной математической подготовкой 


4 



В заключение я хотел бы выразить глубокую благодарность 
всем тем, кто прочел рукопись «Очерков» целиком или частично 
и сделал ряд ценных замечаний. Я особо признателен академи¬ 
ку П. С. Новикову и профессорам Б. А. Розенфельду, Д. А. Рай¬ 
кову и П. К. Рашевскому. Разумеется, весь содержащийся в 
книге материал, а также точки зрения и оценки, с ним связанные, 
лежат целиком на ответственности автора. 

Москва. Июнь 1968 г. В. Н. Моловший 



ВВЕДЕНИЕ 


В современной математике играют большую роль исследова¬ 
ния по вопросам ее обоснования. Они имеют целью выяснение 
исходных посылок математики и ее теорий и на этой основе со¬ 
вершенствование методов математического исследования и ма¬ 
тематических доказательств 

Важнейшее значение в исследованиях по вопросам обоснова¬ 
ния математики имеет изучение творческих начал математики. 

Исследования по вопросам обоснования математики имеют 
два аспекта: философский и конкретно-научный — математиче¬ 
ский. 

Философские проблемы математики связаны в первую оче¬ 
редь с анализом следующих вопросов: Что изучает математика 0 
Под влиянием каких причин и по каким законам она развива¬ 
ется? В чем состоит критерий истинности математических тео¬ 
рий? Какова природа и цель обоснования математики? И т п 

Конкретно-научный аспект исследований по вопросам обосно¬ 
вания связан с понятиями и методами, специфическими для ма¬ 
тематики. В современной математике в этих исследованиях осо¬ 
бое значение приобрели вопросы математической логики (в ча¬ 
стности, проблемы теории математического доказательства), 
теории множеств, теории алгоритмов и рекурсивных функций, 
а также связанные с ними проблемы аксиоматического метода 
и конструктивных методов математики. 

Изучение вопросов обоснования математики берет начало 
от исследований древнегреческих ученых. В этих исследованиях 
математика стала разрабатываться как научная система 
В дальнейшем эти вопросы, как правило, привлекали внимание 
исследователей в периоды интенсивного роста математики, з свя¬ 
зи с чем обобщались и уточнялись ее основные принципы, прие¬ 
мы доказательств и методы развития содержания различных 
математических теорий. В эти периоды в математике возникали 
новые философские вопросы (или прежние философские проб¬ 
лемы ставились по-новому), благодаря чему развитие матема¬ 
тики тесно связывалось с философией. 

Исследования по основаниям математики приобрели особую 
остроту и размах с конца XIX века. До этого времени вопросы 
обоснования рассматривались в каждой математической теории 
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изолированно, вообще говоря, вне связи с анализом аналогии. іых 
вопросов в других математических теориях. Положение измени¬ 
лось в конце XIX века, когда вопросы обоснования математики 
выделились в самостоятельную область исследования. 
Анализируемые в ней вопросы приобретают теперь большую 
общность: они имеют отношение к принципам, логике исследова¬ 
ний и доказательств всех математических дисциплин. В этой 
связи развились новые математические дисциплины, настолько 
абстрактные, что, как казалось, их отношение к реальному миру 
было почти эфемерным. Здесь в первую очередь надо назвать 
теорию множеств и математическую логику. В теории множеств, 
интенсивно развивавшейся и игравшей сначала роль фундамен¬ 
та и общей методологии большинства математических теорий, 
были обнаружены парадоксы (антиномии). Под сомнение бы¬ 
ла поставлена приложимость в математике одного из основных 
законов формальной логики — закона исключенного третьего. 
Наряду с этим возникли проблемы, не разрешимые обычными 
средствами теории множеств (например, гипотеза континуума). 
Впоследствии встретились трудности и при построении математи¬ 
ческой логики. Все это, естественно, стояло в тесной связи с ос¬ 
новными философскими вопросами математики. 

В конце XIX и начале XX века различные идеалистические 
направления буржуазной философии, влияя на подход матема¬ 
тиков к исследованию основ математики, обострили трудности 
ее роста, мешали их преодолению. Следствие всего этого — кри¬ 
зис основ математики конца XIX и первой четверти XX века. 

Разработка философских и логических вопросов обоснования 
математики активно продолжается и в наше время. 

Для преподавателей математики изучение философских воп¬ 
росов математики, разработанных или разрабатываемых с диа¬ 
лектико-материалистических позиций, может быть полезным с 
различных точек зрения. Знание диалектико-материалистическо¬ 
го толкования предмета и закономерностей развития математи¬ 
ки необходимо преподавателю в его воспитательной работе с 
учащимися. Эти знания могут помочь преподавателям повысить 
качество преподавания. При этом существенно, чтобы препода¬ 
ватели владели основными фактами истории математики, а так¬ 
же основными понятиями, характеризующими логическую струк¬ 
туру этой науки. 



г- 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

ОБЩИЕ ФИЛОСОФСКИЕ ВОПРОСЫ МАТЕМАТИКИ 


Глава первая 

МАТЕМАТИКА И МАТЕРИАЛЬНАЯ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОСТЬ 

I. Вопрос об отношении математики к материальной 
действительности как основная философская 

проблема математики 

Вопрос об отношении математики к реальному миру явля¬ 
ется основным для объяснения природы математики как науки. 
Только ответив на вопрос о происхождении и содержании ма¬ 
тематических понятий и теорий, можно ставить и разрабатывать 
остальные философские вопросы математики. Толкование этих 
вопросов существенно зависит от того, истолковываются ли ма¬ 
тематические понятия и утверждения как отражение свойств 
объектов и процессов реального мира, или же они трактуются 
как продукт совершенно «свободного», «имманентного» творчест¬ 
ва субъекта (субъективный идеализм), либо относятся к миру 
«идей», имеющих якобы самостоятельное существование (объек¬ 
тивный идеализм). 

Еще древнегреческие философы дали два противоположных 
истолкования вопроса об отношении математики к реальному 
миру. Аристотель утверждал, что математические понятия яв¬ 
ляются абстракциями (отвлечениями) от реальных вещей. Пла¬ 
тон, напротив, считал, что математические понятия занимают 
промежуточное положение между миром чувственно воспри¬ 
нимаемых вещей и миром «идей» и являются лишь слабыми 
«тенями» последних. В дальнейшем взгляды Аристотеля и Пла¬ 
тона неоднократно подвергались обсуждению. Но как ни подхо¬ 
дили философы и математики к решению вопроса об отношении 
математики к реальности, конечным результатом их рассужде¬ 
ний обычно бывали следующие заключения. Материалисты до¬ 
казывали, что понятия и законы математики являются копиями, 
отражениями, полученными в процессе абстрагирования от ре¬ 
альных вещей, их свойств и отношений между ними. Субъектив¬ 
ные идеалисты утверждали, что основные понятия и законы ма- 
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тематики являются продуктами «свободного» мышления людей. 
Объективные идеалисты пытались доказать, что объекты мате¬ 
матики — самостоятельные сущности, существующие независимо 
от мира реальных вещей, в каком-то особом мире «идей», «иде¬ 
альных объектов» и т. п. 

В течение столетий сторонники материалистического и иде¬ 
алистического толкований математики вели борьбу, порой 
крайне острую. Но где и как бы ни развертывалась эта борьба, 
она всегда концентрировалась около вопроса об отношении ма¬ 
тематики к материальной действительности. В этой борьбе боль¬ 
шинство ведущих математиков, как правило, отстаивало (чаще 
стихийно) материалистическое толкование математики. Напри¬ 
мер, Леонард Эйлер писал: «...математика является наукой, ко¬ 
торая не только показывает в каждом случае соотношения, но 
и определяет причины, от которых они зависят по природе 
самих вещей» 1 . На материалистических позициях стояли и 
замечательные русские математики XIX века Николай Ивано¬ 
вич Лобачевский и Пафнутий Львович Чебышев. 

Какое же решение вопроса об отношении математики к ре¬ 
альности— материалистическое или идеалистическое — следует 
признать правильным? Развитие математики и философии убе¬ 
дительно показывает, что только материалистическое. Что же 
касается идеалистической трактовки математики, то развитие 
науки и практики показывают ее ошибочность. 

Методы математики способствуют механике, астрономии, 
физике и другим наукам проникать в сущность законов приро¬ 
ды и предвидеть то, что еще осталось за границами знания. 
Например, законы механики и методы математики помогли 
У. Леверрье и Д. Адамсу (XIX в.), а потом и П. Ловеллу 
(XX в.) теоретически установить существование двух новых, 
расположенных за Сатурном, планет — Нептуна и Плутона, пос¬ 
ле чего их существование было подтверждено астрономическими 
наблюдениями. Методы математической физики привели К. Мак¬ 
свелла к заключению о наличии давления света, после чего 
П. Н. Лебедев подтвердил прогноз Максвелла рядом точных 
экспериментов. Учение о различных видах геометрических про¬ 
странств (афинном, конечно-мерных метрических пространствах, 
гильбертовом пространстве) находит применение в электроди¬ 
намике и теоретической электротехнике. В то же время мате¬ 
матика не только помогает решению отдельных вопросов естест¬ 
вознания, но и способствует формированию и развитию но¬ 
вых теории. Математика помогла физикам установить ос¬ 
новные уравнения квантовой механики; после этого был раскрыт 
и их физический смысл. 


1 Л. Эйлер Исследования по баллистике. М, Физматгиз, 1961, стр 9. 
(Выделено мною — В. М.) 
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Без математики не может развиваться техника. А. Н. Кры¬ 
лов говорил, что для каждого инженера-математика— «это 
есть средство, это есть инструмент, такой же, как штангель, 
зубило, ручник, напильник для слесаря или полусаженок, топор 
и пила для плотников» К Методы математики нужны строите¬ 
лю, авиаконструктору, радиотехнику, специалисту по атомной 
энергии... 

Могла бы математика быть действенным орудием развития 
производства и других наук, если бы ее понятия и законы не 
были отражениями свойств и отношений объектов и процес¬ 
сов реального мира? Нет, не могла бы! Этот неоспоримый факт 
превосходно учитывали все сторонники материалистического ми¬ 
ропонимания и неоднократно ссылались на него в борьбе про¬ 
тив идеалистического истолкования предмета математики. 
В. И. Ленин отмечал, что еще Аристотель задавал идеалистам 
вопрос: «Если в явлениях чувственного мира не находится вов¬ 
се математическое, то каким образом возможно, что к ним при¬ 
лагаются его свойства?» 1 2 . Дать разумный ответ на этот вопрос 
противники Аристотеля не могли. 

Если принять идеалистическое толкование математики, то 
чем объяснить, что в Западной Европе до XVII века ученые поч¬ 
ти не интересовались коническими сечениями и инфинитезималь¬ 
ными методами, хотя всем этим с успехом занимались древние 
греки? Чем, далее, объяснить, что в XVII веке эти вопросы при¬ 
влекли внимание западноевропейских ученых, следствием чего 
явилось развитие аналитической геометрии и математического 
анализа? Усталостью или инертностью творческой способности 
ученых эпохи феодализма в Западной Европе? 

Но это ничего не объясняет, так как остается невыясненным, 
почему «свободное» мышление математиков «устало» после зака¬ 
та древнегреческой культуры и начало активно работать в эпоху 
Возрождения. При этом мы обходим тот факт, что при феодализ¬ 
ме «усталость» творческого мышления ученых была неравномер¬ 
ной. В Западной Европе до XIII века о достижениях древних в 
области точных наук почти не вспоминали. Но в странах ислама 
в IX—XV веках активное и плодотворное творчество представи¬ 
телей точных наук достигло широкого размаха 3 . 


1 А. Н. Крылов. Мои воспоминания. М. — Л., Изд-во АН СССР, 1945, 
стр. 363. 

2 Аристотель. Метафизика. Перевод и примечания А. В. Кубицкого. 
М.—Л., Соцэкгиз, 1934, стр. 15, 244, 245, 252. 

3 См.: А. П. Юшкевич. История математики в средние века. М., 
Физматгиз. 1961, гл. III; Т. Н. Кар ы-Н и я з о в. Астрономическая школа Улуг¬ 
бека. М.—Л., Изд-во АН СССР, 1950; «Историко-математические исследова¬ 
ния», вып. VI, VII и XIII. В этих выпусках опубликованы исследования Омара 
Хайяма, Д^емшида Гиясэддина ал Каши и Насир ад-Дина ат-Туси. 
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Если стать на точку зрения идеалистического понимания 
математики, то придется признать, что история математики (как 
и история науки в целом) не есть закономерный, определяемый 
общественной практикой процесс. Надо будет признать, что 
развитие математики есть цепь случайно следующих друг за 
другом открытий, последовательность и территориальное рас¬ 
пределение которых никто и никогда предвидеть не в состоянии. 
Но даже те математики, которые склоняются к философскому 
идеализму, редко решаются согласиться с этим заключением: 
слишком много фактов, его опровергающих. 

Известно, что и в наше время за рубежом имеются филосо¬ 
фы и математики, которые отстаивают идеалистическое, даже 
религиозно-идеалистическое, истолкование математики. В каче¬ 
стве примера укажем на одного из крупнейших математиков 
нашего века Германа Вейля, который трактовал математику 
как средство построения человеком «завершенного бесконечно¬ 
го как замкнутой сферы абсолютного существования», называв¬ 
шегося им богом *. Чем это обусловлено? Разве идеалистически 
мыслящие математики не видят, что многовековая история их 
науки на деле опровергает такие взгляды? 

Ответ на этот вопрос надо искать в первую очередь не внут¬ 
ри, а вне математики — в социальных условиях развития на¬ 
уки. Социальные условия формирования и работы ученых, гос¬ 
подствующая в современном буржуазном обществе идеология, 
влияние религии, сложившаяся там система воспитания и обуче¬ 
ния (вплоть до высшей школы, где из философских направле¬ 
ний изучается главным образом идеалистическая философия) — 
все это не может не оказывать воздействия на ученых-матема- 
тиков. Многие из них и становятся в истолковании сво¬ 
ей науки на позиции идеалистической философии. Что касается 
представителей самой идеалистической философии, то они пы¬ 
таются активно использовать объективно имеющиеся трудности 
развития математики и ее обоснования для подтверждения сво¬ 
их взглядов. Эти философы вопреки фактам пытаются доказать, 
что математика является продуктом свободного творчества 
людей, что она не есть отражение действительного мира и т. п. 
Примером здесь могут служить взгляды представителя идеали¬ 
стической философии неопозитивизма А. Виттенберга, автора 
книги «О мышлении в понятиях. Математика как опыт чистого 
мышления» 1 2 . 


1 Об этих взглядах Г. Вейля см: Б. Б и р ю к о в Г. Вейль и методологиче¬ 
ские проблемы науки (в кн.: Г. Вейль. Симметрия. М, «Наука», 1967, 
стр. 184—186). 

2 Критика взглядов Виттенберга дана в статье. С. А. Яновская. Про¬ 
блемы анализа понятий науки и неопозитивизм. Сб. «Философия марксизма и 
неопозитивизм. Вопросы критики современного позитивизма». Изд-во МГУ, 
1963. 
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Следует подчеркнуть, что в наше время в странах Запада 
материалистическая трактовка предмета и законов развития 
математики находит все большее число сторонников. Так, из¬ 
вестный голландский математик Д. Я. Стройк считает математи¬ 
ческие понятия отражениями форм и соотношений объектов ре¬ 
ального мира. В своем исследовании по истории математики он 
показывает, что развитие математики не сводится к развитию 
ее идей самих по себе, но является составным элементом чело¬ 
веческой деятельности, имеющей своим основанием материаль¬ 
ные запросы жизни людей К 

Классики марксизма-ленинизма указывали, что для преодо¬ 
ления идеализма недостаточно вскрыть его классовые корни и 
показать его научную несостоятельность. Идеализм имеет не 
только классовые, но и гносеологические корни. 

«Философский идеализм, — писал В. И. Ленин, — есть только 
чепуха с точки зрения материализма грубого, простого, метафи¬ 
зического. Наоборот, с точки зрения диалектического материа¬ 
лизма философский идеализм есть одностороннее, преувеличен¬ 
ное йЬег5сЬ\ѵеп^1ісЬез (Оіеіг&еп) развитие (раздувание, распу¬ 
хание) одной из черточек, сторон, граней познания в абсолют, 
оторванный от материи, от природы, обожествленный... 

Познание человека не есть (гезресііѵе не идет по) прямая ли¬ 
ния, а кривая линия, бесконечно приближающаяся к ряду кру¬ 
гов, к спирали. Любой отрывок, обломок, кусочек этой кривой 
линии может быть превращен (односторонне превращен) в са¬ 
мостоятельную, целую, прямую линию, которая (если за деревь¬ 
ями не видеть леса) ведет тогда в болото, в поповщину (где ее 
закрепляет классовый интерес господствующих классов). 
Прямолинейность и односторонность, деревянность и окостене¬ 
лость, субъективизм и субъективная слепота, ѵоііа гносеологиче¬ 
ские корни идеализма...» 1 2 . 

Руководствуясь этими ленинскими идеями, мы в дальнейшем 
обратимся к рассмотрению реальных закономерностей разви¬ 
тия математики, постараемся установить предмет ее исследова¬ 
ний (в его историческом расширении и углублении), показать, 
какие стороны математического познания различные направле¬ 
ния (школы) идеализма возводят в абсолют, оторванный от 
природы, от практической деятельности людей. Это поможет яс¬ 
нее раскрыть принципиальные пороки идеалистического (а так¬ 
же метафизического) истолкования предмета и закономерностей 
развития математики. 


1 Д. Я. Стройк. КР аткнй очерк истории математики, пер. с нем. М, 
«Наука», 1964, стр. 4—5. См. также: М. Стоун. Математика и будущее нлу- 
ки. «Математическое просвещение», вып. 4, 1959, стр. 112. 

2 В. И. Ленин. К вопросу о диалектике. Поли. собр. соч., т. 29, 
стр. 322. 
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2. Возникновение исходных понятий математики 

Диалектико-материалистическое объяснение возникновения 
исходных понятий математики было намечено Ф. Энгельсом в 
его полемике с Дюрингом *. 

Дюринг отстаивал субъективно-идеалистическое толкование 
сущности математического познания. Он утверждал, что создан¬ 
ные «чистым мышлением» понятия числа и геометрической фи¬ 
гуры составляют достаточный фундамент для чисто логическо¬ 
го развития математики, благодаря чему она может развивать¬ 
ся вне зависимости от практической деятельности людей и име¬ 
ет значимость, не зависящую от реального мира. 

Утверждение Дюринга относительно возникновения понятия 
числа не отличалось новизной. И до Дюринга многие идеалисты 
придерживались субъективно-идеалистической трактовки проис¬ 
хождения понятия числа. Д. Беркли считал натуральные числа 
знаками, метками, которые бог дал людям, чтобы они правиль¬ 
но распоряжались вещами 1 2 . И. Кант полагал, что понятие на¬ 
турального числа — врожденное понятие (понятие а ргіогі), ко¬ 
торым люди владеют до всякого опыта 3 . Так же, по сути, трак¬ 
товали происхождение натурального числа и те математики, ко¬ 
торые следовали в фарватере идеалистической философии. Так, 
Р. Дедекинд считал понятие натурального числа результатом 
совершенно свободного творчества человеческого духа, с помо¬ 
щью которого легче и яснее постигаются различия вещей. Тако¬ 
го рода утверждения можно встретить и в наше время в рабо¬ 
тах некоторых западных философов и математиков. 

Что же касается понятия величины и геометрической фигуры, 
то тут склонные к идеализму математики нередко «отставали» 
от философов-идеалистов. Объясняется это тем, что история на¬ 
уки установила много фактов, неопровержимо свидетельствую- 
ющих об эмпирическом происхождении этих понятий. 

В «Диалектике природы» Ф. Энгельс подчеркивал, что труд 
есть «первое основное условие всей человеческой жизни, и при¬ 
том в такой степени, что мы в известном смысле должны ска¬ 
зать: труд создал самого человека» 4 . Он неоднократно указывал 
на определяющую роль труда в процессе развития челове¬ 
ческого мышления. Энгельс писал, что «существеннейшей и бли¬ 
жайшей основой человеческого мышления является как раз из- 


1 См.: Ф. Энгельс. Анти-Дюринг. В кн.: К. Маркс и Ф. Энгельс. 
Сочинения, изд. 2, т. 20. В дальнейшем ссылки даются только на второе изда¬ 
ние сочинений К. Маркса и Ф. Энгельса. 

2 См.: Дж. Беркли. Трактат о началах человеческого знания (первое 
издание 1710 г.), рус. пер. СПб., 1905, стр. 68, 69, 81, 83, 155. 

3 И. Кант. Пролегомены, пер. с нем. М., Соцэкгиз, 1937, стр. 21—21, 
39—46, 48—50. 

4 Ф. Э н г е л ь с. Диалектика природы. В кн.: К. Маркс и Ф. Энгель с, 
Сочинения, т.'20, стр. 486. 
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менение природы человеком, а не одна природа как таковая, и 
разум человека развивался соответственно тому, как человек 
научился изменять природу» *. 

Энгельс отметил, что исторически исходные понятия матема¬ 
тики — понятия натурального числа, величины и геометрической 
фигуры — абстрагированы людьми исключительно из действи¬ 
тельного мира, в связи с практическими потребностями людей, 
а не возникли из «чистого мышления» Пальцы рук и ног, камеш¬ 
ки, на которых люди учились считать, предметы, формы кото¬ 
рых сравнивали, участки земли, площади которых измеряли,— 
вот некоторые из тех реальных вещей, оперируя с которыми 
люди вырабатывали понятия о натуральном числе, величине и 
геометрической фигуре. Все эти вещи, характеризующие их чис¬ 
ла, формы, объемы, площади и т п, люди изучали, решая за¬ 
дачи, возникавшие неоднократно в их практической деятель¬ 
ности 

Ф. Энгельс обратил внимание еще на один важный факт, 
показывающий несостоятельность идеалистического толкования 
происхождения понятия натурального числа Исторически раз¬ 
витие понятия натурального числа связано с разработкой и усо¬ 
вершенствованием способов счета. Но для счета необходимо 
существование раздельных, не соединяющихся и не раскалыва¬ 
ющихся во время их подсчета предметов Люди должны уметь 
отличать пересчитываемые предметы от других предметов, от¬ 
личать их друг от друга, отвлекаться от всех их свойств, кроме 
«свойства» быть тождественными самим себе и отличными от 
всех других предметов, надо уметь устанавливать взаимно од¬ 
нозначное соответствие между элементами различных групп 
предметов Ио эти способности не врожденны и не привнесены в 
человеческое сознание, они — продукт многовекового развития 
мышления людей, обусловленного их практической деятельно¬ 
стью Современному культурному человеку законы натуральных 
чисел кажутся совершенно очевидными Людяіи же, стоящим на 
существенно более низких ступенях развития культуры, эти 
законы трудно разъяснить Все это также свидетельствует о том, 
что понятие натурального числа не врожденно и не является про¬ 
дуктом «свободного» творчества мышления человека 1 2 

Подход Энгельса к решению вопроса о происхождении поня¬ 
тий натурального числа, величины и геометрической фигуры 
был подтвержден многочисленными исследованиями ио истории 
математики, развернувшимися преимущественно в текущем сто¬ 
летии 


1 Ф Энгельс Диалектика природы В кн К Маркс и Ф Энгельс 
Сочинения, т 20, стр 545 

2 См по .этому вопрос) Ф Энгельс Анти Дюринг В кн К Маркс 
и Ф Энгсіьс Сочинении, т 20, стр 37 
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Как ни различны были взгляды Беркли, Канта, Дедекинда 
и других философов и математиков, принимавших идеалистиче¬ 
скую концепцию происхождения и сущности понятия натураль¬ 
ного числа, все они были согласны в том, что якобы люди 
сперва получили (или имели, или развили) понятие натураль¬ 
ного числа, а потом при его помощи стали пересчитывать раз¬ 
личные группы предметов. Действительные факты истории нау¬ 
ки говорят, однако, совсем о другом. Люди разработали прими¬ 
тивные способы счета задолго до того, как им удалось развить 
представления о достаточном для их практики запасе натураль¬ 
ных чисел. История человеческого знания свидетельствует, что 
развитие понятия натурального числа сначала шло вслед за 
развитием и усовершенствованием примитивных способов сче¬ 
та; лишь когда культура достигла сравнительно высокого уров¬ 
ня развития, понятие о натуральном числе как о потенциально 
бесконечной последовательности мыслительных «орудий счета» 
стало эффективным средством вычислений, способным обслу¬ 
живать широкую (и все расширявшуюся) сферу практической 
деятельности людей *. 

На начальной стадии развития люди считали зрительно, «на 
глаз», воспринимая всю группу пересчитываемых объектов так, 
что в представлении, получаемом от этой группы, заключалась 
и характеристика количества ее объектов. Иначе говоря, люди 
воспринимали «численность» как одно из свойств совокупности 
предметов наряду с другими их свойствами: формой, цветом, 
запахом и т. п. Таким примитивнейшим способом люди уста¬ 
навливали количественный состав только тех групп предметов, 
с которыми они неоднократно имели дело в повседневной жизни 
(например, свора собак охотника). 

«Зрительный» счет мог удовлетворять практические нужды 
людей, когда они жили отдельными, изолированными друг от 
друга группами (родами), а уровень хозяйства каждого рода 
был крайне низким. Счет «на глаз» оказался недостаточным, 
когда появилась потребность не только определять для себя ко¬ 
личественный состав некоторых групп предметов, но и уметь со¬ 
общать об их численности другим людям. Это случалось, когда 
стали налаживаться экономические отношения между родами и 
отдельными людьми, особенно между людьми, говорящими на 
разных языках. В связи с этим получил развитие моторно-зри- 


1 См.: И. Г. Башмакова и А. П. Юшкевич. Происхождение систем 
счисления. «Энциклопедия элементарной математики», т. I. М.—Л , Гостехиздат, 
1951; Э. Тейлор. Первобытная культура. М, Соцэкгиз, 1939, гл. XI; Леви- 
Брюль. Первобытное мышление. М , «Атеист», 1930, гл. V; О. Н е й г е б а у э р. 
Лекции по истории античных математических наук, т. I. М.—Л , ОНТИ, 1937, 
стр. 122 и 227; Б. А. Фролов. Применение счета в палеолите и вопрос об 
истоках математики. «Известия Сибирского отделения АН СССР», 1965, 
№ 9, вып. 3. 
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тельный счет — счет при помощи пальцев рук и ног, частей те¬ 
ла, палочек, узлов на веревке и т п Здесь уже использовалось 
взаимно-однозначное соответствие между элементами совокуп 
ностей предметов, но, конечно, без какого-либо ясного осозна¬ 
ния Понятия о числе еще не было, но имелась констатация рав 
ночисленности Число выступало в виде «особого» множества— 
множества пальцев рук, множества частей тела Моторно зри 
іельный счет помогал людям изображать числа при помощи та¬ 
ких «особых» множеств 

В процессе развития моторно-зрительного счета в языке по¬ 
являются первые числительные один и два Вначале это «имено¬ 
ванные числа» «две руки», «два уха» и т. п. 

Образование первых классовых обществ и возникновение го¬ 
сударства, расширение и усложнение форм обмена, введение мер 
веса и денег и, наконец, появление письменности вызвали к жиз¬ 
ни поразрядные системы счисления К числу поразрядных си¬ 
стем, развивавшихся у разных народов в разное время, относят¬ 
ся египетская, греческая, славянская (возникла в X веке н э), 
грузинская, армянская и др Здесь уже налицо абстрактное по¬ 
нятие числа, развитый аппарат изображения чисел 
и, главное, возможность с достаточной быстротой и легкостью 
производить операции сложения и вычитания На этом 
этапе развития систем счисления отвлеченное понятие числа 
становится тем орудием счета, каким в принципе оно является и 
в наше время 

В связи со сказанным представляют интерес высказывания 
Н Я Марра, относящиеся к развитию абстрактного понятия на¬ 
турального числа Он пишет «Числительные органически связа¬ 
ны с изобретением письма и чтения» 1 «Человечество достигло 
в счете последовательно только до 3 или до 5, далее до 6, до 7, 
лишь потом до 10, 20, значительно позднее до 100 и совсем позд¬ 
но до 1000 и далее» 2 

При помощи поразрядных систем счисления трудно произ¬ 
водить умножение и деление достаточно больших натуральных 
чисел Благодаря этому многие народы с давних пор применяли 
счетные доски (абак) или предпринимали небезуспешные по¬ 
пытки свести умножение и деление натуральных чисел к их сло¬ 
жению и вычитанию (например, процесс удвоения у древних 
египтян) Такого рода частичные улучшения поразрядных сис¬ 
тем не могли полностью преодолеть связанные с ними трудно 
сти, и это обстоятельство явилось основным внутриматематиче- 
ским стимулом перехода к более совершенным позиционным си- 


1 Н Я Марр О числительных Языковедные проблемы по числительным, 
т I Л , 1927, стр 2 

2 Н Я Марр К вопросу о происхождении арабских числительных За 
писки коллегии востоковедов, т V Л , Изд во АН СССР, 1930, стр 619 
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стемам, при помощи которых в принципе сравнительно легко и 
быстро осуществимы все четыре арифметических действия. 

История знает несколько народов, которые в разное время и 
независимо друг от друга разработали позиционные системы 
счисления. Более чем за две тысячи лет до нашего летосчисле¬ 
ния вавилоняне развили и с успехом использовали шестидеся¬ 
теричную позиционную систему счисления. В начале нашего 
летосчисления индейцы майя (обитавшие на полуострове Юка¬ 
тан в Центральной Америке) разработали и применяли для ка¬ 
лендарных расчетов двадцатиричную позиционную систему счис¬ 
ления. Наконец, в V—IX веках нашего летосчисления в Индии 
получила развитие и завоевала господствующее положение по¬ 
зиционная десятичная система счисления. 

В двух последних системах счисления были особые знаки для 
нуля (вавилоняне ввели обозначение нуля сравнительно позд¬ 
но; кроме того, они никогда не ставили нуль в конце обозначе¬ 
ния числа). Благодаря этому в десятичной и двадцатиричной си¬ 
стемах счисления индийцев и индейцев майя один числовой знак 
обозначал одно и только одно натуральное число. У вавилонян, 
напротив, он мог обозначать различные числа *. В связи с этим 
вавилонскую систему счисления принято называть неабсолют¬ 
ной. Этот недостаток вавилонской системы счисления был уст¬ 
ранен народами стран ислама, которые использовали ее (с вклю¬ 
ченным в нее знаком нуля) в различных астрономических рас¬ 
четах 1 2 . 

Десятичная позиционная система счисления смогла удовлет¬ 
ворить самые разнообразные запросы практики людей, так или 
иначе связанные с необходимостью производить достаточно бы¬ 
стро четыре арифметических действия над натуральными числа¬ 
ми; это обстоятельство и обеспечивало ей почти повсеместное 
распространение. Однако потребовалось немало столетий, что¬ 
бы большинство народов земного шара оценили десятичную по¬ 
зиционную систему счисления по достоинству и ввели ее в по¬ 
вседневный обиход. 

Итак, история показывает, что понятие натурального числа 
было развито многими народами в течение тысячелетий в свя- 


1 У вавилонян единица обозначалась знаком у . Число 60 (в шес¬ 
тидесятеричной позиционной системе число следующего разряда) обозначалось 

этим же знаком, только больших размеров. Знак V V мог обозначать 

число 01. Однако, поскольку обозначения для нуля не было, знак этот мог 
обозначать числа 60 2 +60, 60 3 +60 2 и т. п. Вавилоняне понимали обозначение 
чисел однозначно благодаря содержанию задач, при решении которых приме¬ 
нялись числовые знаки. 

2 См.: А. П. Юшкевич. О математике народов Средней Азии в IX—XV 
веках. «Историко-математические исследования», вып. IV. М.—Л., Гостехиздат, 
1951. 

2 В. Н. МолодшнА 
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зи с запросами жизни людей, предъявлявшими все возрастаю¬ 
щие требования к технике счета предметов. Понятие натураль¬ 
ного числа явилось результатом абстрагирования некоторых 
свойств групп объектов и поэтому в свою очередь могло исполь¬ 
зоваться как орудие счета. 

Еще более явно эмпирическое происхождение понятия гео¬ 
метрической фигуры и понятия величины. 

Слово «геометрия» — греческое слово и означает «землеме¬ 
рие». Это ясно показывает, что начальные достижения геомет¬ 
рии были во многом обусловлены запросами сельского хозяйст¬ 
ва. Древнегреческий ученый Евдем Родосский (IV век до н. э.) 
писал: «Геометрия была открыта египтянами и возникла при из¬ 
мерении земли. Это измерение было им необходимо вследствие 
разлива реки Нил, постоянно смывавшего границы. Нет ничего 
удивительного в том, что эта наука, как и другие, возникла из 
потребностей человека. Всякое возникающее знание из несовер¬ 
шенного состояния переходит в совершенное. Зарождаясь пу¬ 
тем чувственного восприятия, оно постепенно становится пред¬ 
метом нашего рассмотрения и, наконец, делается достоянием 
разума» 1 . 

Конечно, элементарные геометрические представления и по¬ 
нятия возникали у людей и в других странах, и не только бла¬ 
годаря измерению участков земли; этому способствовали изме¬ 
рения объемов и поверхностей тел при земляных и строитель¬ 
ных работах и т. п. Так, например, в работе «Математика в 
девяти книгах», составленной во II веке до н. э. китайским уче¬ 
ным Чжан Цаном на основе обработки неизвестных нам более 
ранних источников, рассматриваются примеры на измерение 
площадей треугольников, трапеции, круга, вычисляются объемы 
тел — усеченной пирамиды с квадратным основанием, усеченно¬ 
го круглого конуса, а также каналов и насыпей простых форм. 
Задачи последнего рода диктовались весьма важными для эко¬ 
номики Китая гидротехническими работами, проводившимися в 
стране уже в древние времена 2 . 

В природе нет тел, имеющих правильно геометрические фор¬ 
мы. Огораживая участки земли, изготовляя гладкие доски, раз¬ 
личные сосуды, выкапывая рвы, сооружая здания, укрепления 
и т. п., т. е. изготовляя предметы достаточно правильной (при¬ 
близительно правильной) формы, люди сопоставляли их и на¬ 
ходили в них общее — форму, отвлеченную от качественных 
особенностей сравниваемых тел. 


1 Из комментариев Прокла Диадоха к первой книге «Начал» Евклида. 

2 См.: А. П. Юшкевич. О достижениях китайских ученых в области 
математики. «Историко-математические исследования», вып. VIII. М., Гостех- 
издат, 1955. Русский перевод «Математики в девяти книгах» с комментария¬ 
ми Э. И. Березкиной опубликован в десятом выпуске «Историко-математиче¬ 
ских исследований». М., Физматгиз, 1957. 
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Процесс разработки абстрактных представлений о простран¬ 
ственных формах шел сначала крайне медленно. Понятие гео¬ 
метрической формы связывалось обычно с каким-либо ее реаль¬ 
ным субстратом. Последним, конечно, был тот, с каким людям 
в повседневной практике приходилось встречаться чаще всего 
Так, в упомянутой выше китайской математической энциклопе¬ 
дии трапеция называется косым полем, сектор круга — кривым 
полем. Измерить поле — значит вымостить его единичными пря¬ 
моугольниками и назвать их число. Одно и то же геометриче¬ 
ское тело называлось порой различно в зависимости от занима¬ 
емого им положения. Наземное сооружение, имеющее форму усе¬ 
ченной четырехгранной пирамиды, называли «чу-тун». Такая же 
по форме яма, вырытая в земле, называлась «пань-чи» *. Только 
потом на этой «наглядной» основе были выработаны абстрактные 
понятия о линиях, квадратах кубах и т. п. 

В процессе труда люди сравнивали размеры различных фи¬ 
гур и благодаря этому разработали понятия длины, площади и 
объема Основу процесса измерения составляло существование 
различных предметов в пространстве и постепенно развивавшая¬ 
ся способность людей к выделению измеряемых объектов из 
множества других объектов. Кроме того, основу измерения со¬ 
ставляет возможность перемещать тела в пространстве без изме¬ 
нения их форм и размеров 1 2 . 

Итак, понятие геометрической фигуры и понятие величины 
были развиты людьми в их трудовой деятельности как необхо¬ 
димый им результат абстрагирования форм и размеров твердых 
тел от других их свойств. 

Как мы видим, история науки подтверждает материалисти¬ 
ческое толкование происхождения и сущности простейших поня¬ 
тий математики* понятий натурального числа, величины и геомет¬ 
рической фигуры. 


3. Основные стимулы развития математики 

Развивая диалектико-материалистическое понимание исто¬ 
рии, К- Маркс и Ф. Энгельс показали, что наука, в том числе и 
математика, не только возникла, но и развивается все время на 
определенной материальной основе, которую она находит в 
практике людей, в их производственной деятельности, в зада¬ 
чах других наук. К. Маркс писал: «...всякий элемент веществен¬ 
ного богатства, который мы не находим в природе в готовом 
виде, всегда должен создаваться при посредстве специальной, 
целесообразной производительной деятельности, приспособляю¬ 
щей различные вещества природы к определенным человеческим 


2 * 


1 «Историко-математические исследования», вып X, стр 556 

2 См А Д Александров Геометрия БСЭ, изд 2, т. 10 


19 




потребностям. Следовательно, труд как созидатель потребитель¬ 
ных стоимостей, как полезный труд есть независимое от всяких 
общественных форм условие существования людей, вечная есте¬ 
ственная необходимость: без него не был бы возможен обмен 
веществ между человеком и природой, т. е. не была бы возмож¬ 
на сама человеческая жизнь» ] . 

В другом месте К. Маркс указал на роль знания в процес¬ 
се труда —в первую очередь в сфере техники. «Природа не 
строит машин, паровозов, железных дорог, электрических теле¬ 
графов, сельфакторов 1 2 и т. д. Все это — продукты человеческой 
деятельности, природный материал, превращенный в органы 
власти человеческой воли над природой или в органы исполне¬ 
ния этой воли в природе. Все это — созданные человече¬ 
ской рукой органы человеческого мозга: ове¬ 
ществленная сила знания» 3 . 

Самым подвижным элементом производства являются про¬ 
изводительные силы, так как решающие изменения производст¬ 
ва начинаются с усовершенствования орудий труда и создания 
новых средств производства. Развитие орудий труда расширяет 
область тех объектов и явлений, на которые распространяется 
активное воздействие людей. Это стимулирует развитие естест¬ 
вознания, так как внимание исследователей направляется на 
более широкую и более сложную область объектов и явлений 
реального мира. Создавая орудия труда, люди извлекают объ¬ 
екты природы из естественных условий их существования и ста¬ 
вят их в новые взаимоотношения, основой которых являются 
определенные законы природы, огражденные в своем действии 
от посторонних влияний. Благодаря этому развитие производст¬ 
ва, средств связи, сельского хозяйства и т. п. не только направ¬ 
ляет естествознание на новые пути, но и способствует изучению 
свойств и закономерностей предметов и явлений природы в 
ч истом, независимом, неискаженном виде (т. е. освобожденном 
от заслоняющих их побочных процессов). 

Естествознание и технические науки не могут развиваться 
без проверки их исходных положений и выводов при помощи 
опытов и наблюдений. Такие опыты и наблюдения можно про¬ 
водить успешно лишь тогда, когда имеются соответствующие 
приборы, специальные помещения и т. п. Показательны такие 
факты. В начале 1965 года в нашей стране действовало более 
полутора тысяч научно-исследовательских институтов, более 
трех тысяч конструкторских организаций, высшие учебные заве- 


1 К. М а р к с. Капитал, т. I. В км.: К- М а р к с и Ф. Энгельс. Сочине¬ 
ния, т. 23, стр. 51. 

2 Сельфактор — машина, использовавшаяся ранее в текстильном произ¬ 
водстве. 

3 «Из неопубликованных рукописей К. Маркса». «Большевик», 1939, 
11—12, стр. 63. 
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дения с их многочисленными лабораториями. Изготовление 
приборов, организация институтов, лабораторий, высших учеб¬ 
ных заведений находятся в прямой зависимости от уровня раз¬ 
вития промышленности и техники. Следовательно, и в этом от¬ 
ношении развитие наук, а потому и математики предполагает 
определенный уровень материального производства. Факт этот 
хорошо подтверждает история первых шагов в изучении и ис¬ 
пользовании атомной энергии. Только СССР и США, т. е. 
страны наибольшего промышленного потенциала, смогли пер¬ 
выми приступить к решению этой грандиозной научной и техни¬ 
ческой проблемы. Еще более отчетливо видна роль уровня про¬ 
мышленности и техники в освоении космоса. Развитие техники 
космических полетов вызвало к жизни новые области научного 
знания. Поставлен как очередная проблема науки вопрос о су¬ 
ществовании и формах жизни во вселенной. Значительно возрос¬ 
ли возможности метеорологической службы и прогнозов погоды. 
Развиваются научно-технические предпосылки глобальной радио- 
и телесвязи и т. п. *. 

Примерно до конца первой четверти XX века развитие мате¬ 
матики, как правило, зависело от экспериментальной базы лишь 
косвенно—через физику и технику. Математика помогала послед¬ 
ним совершенствовать их экспериментальную базу, решать воп¬ 
росы, для изучения которых эта база создавалась, благодаря 
чему приходилось развивать и новые, порой фундаментальные 
разделы математики. И теперь развитие математики теснейшим 
образом связано с разработкой научных и технических проблем 
ядерной физики, радиотехники и т. п., причем последние для 
своего развития и совершенствования требуют применения мощ¬ 
ных технических средств. 

Но наряду с этим в последние десятилетия в развитии ма¬ 
тематики особую роль стала играть ее непосредственная взаи¬ 
мосвязь с так называемой машинной математикой. 

При решении различных задач средствами математики дав¬ 
но применяются счеты, арифмометры, логарифмические линей¬ 
ки и другие приборы. Это облегчает труд вычислителей — поз¬ 
воляет получать искомые результаты с меньшей затратой сил и 
времени. Теоретическая основа каждого такого прибора имеет 
математическое содержание; ее ядром, как правило, является 
какой-либо алгоритм 1 2 . Следует, однако, подчеркнуть, что ис¬ 
пользование таких приборов порой способствует дальнейшему 
развитию самой математики. 

Громоздкость записи больших чисел в любой поразрядной 
системе счисления и, главное, их неприспособленность для раз¬ 
работки алгоритмов умножения и деления были основными вну- 

1 См.: Дж. Бернал. Влияние экономических и технических факторов 
на современную) науку. «Вестник Академии наук СССР», 1958, № 1. 

2 См. ниже, гл. II, параграф 2. 
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тренними математическими факторами, обусловившими разви¬ 
тие и повсеместное распространение позиционных систем счис¬ 
ления. 

Каковы были реальные предпосылки развития позиционных 
систем счисления? В настоящее время историки математики на 
этот вопрос ответить однозначно не могут. Однако с большой 
вероятностью можно утверждать, что развитию позиционных си¬ 
стем счисления способствовало почти повсеместное использова¬ 
ние счетной доски — абака. 

Абаком называется всякий прибор, на котором отмечены ме¬ 
ста для единиц (камешков) отдельных разрядов употребляемой 
системы счисления, в частности десятичной. Абаком являются 
наши счеты, абаком будут вбитые в классную доску гвозди, на 
которые в начальных классах вешают жетоны с числовыми зна¬ 
ками, равно как просто соответствующим образом разграфлен¬ 
ный лист бумаги или разграфленная доска. Абаком пользова¬ 
лись вавилоняне, греки, римляне, китайцы, индийцы, арабы. 
В начале II тысячелетия н. э. абак проникает в Западную Ев- 
ропу. 

Абак являлся «материализованной» позиционной системой 
счисления. Действительно, на абаке камешек имел значение еди¬ 
ницы определенного разряда не сам по себе, а по положению— 
по тому, в каком столбце абака он находился. Если в столбце 
абака не было камешков, т. е. была пустота, она играла роль 
нуля. С помощью камешков абака можно изображать большие 
числа и сравнительно легко перемножать и делить такие числа. 
Именно поэтому применение абака с давних пор компенсирова¬ 
ло указанные недостатки поразрядных систем счисления. 

При зрительном счете роль счетного прибора играло зрение. 
Ппи моторно-зрительном счете использовались пальцы рук и 
ног человека, узелки на веревках, бирки. Поразрядные системы 
счисления находили поддержку в абаке. Чтобы получить из аба¬ 
ка наиболее совершенную систему счисления — позиционную, 
надо было, выражаясь фигурально, перенести абак на бумагу 
(на пыль, песок т. п.) с реальными (а потом и воображаемы¬ 
ми) линиями различения разрядов, а числа от 1 до а —1 (а — 
основание системы) обозначить особыми знаками; надо было, 
наконец, ввести знак «ничто» (пустоты). В истории этот пере¬ 
ход с абака на бумагу потребовал тысячелетий. 

В древнем Китае арифметические действия над целыми и 
дробными числами производились на счетной доске. С ее по¬ 
мощью решали системы линейных уравнений, извлекали корни 
и т. п. Счетная доска была, по сути, простейшей вычислитель¬ 
ной машиной, для работы с которой требовался единый метод— 
программа. Так, в частности, необходимость разработки про¬ 
граммы нахождения корней любой (совместной) системы ли¬ 
нейных уравнений побудила вычислителей древнего Китая 
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ввести и использовать понятия положительных и отрицатель¬ 
ных чисел *. 

В силу особенностей своих органов чувств, люди не могут 
непосредственно управлять быстродействующими устройствами. 
Чтобы эту трудность преодолеть, были сконструированы осо¬ 
бые машины, в том числе и математические. Здесь в первую 
очередь надо назвать электронные цифровые машины, которые 
в течение секунды могут производить сотни тысяч и даже мил¬ 
лионы арифметических операций. В настоящее время разработа¬ 
но много различных математических машин — универсальных 
или приспособленных для вычислений определенного рода, ис¬ 
пользующих цифровой (дискретный) или аналоговый принцип 
работы. Например, построены машины, быстро решающие си¬ 
стемы линейных уравнений с очень большим (в несколько сот) 
числом неизвестных; имеются машины для числового решения 
дифференциальных уравнений. Теоретическим фундаментом дей¬ 
ствия всех таких машин являются в первую очередь средства ма¬ 
тематической логики и математики. 

Быстродействующие цифровые машины применяются для ре¬ 
шения различных трудоемких задач естествознания и техники. 
С их помощью можно вычислить возможные траектории меж¬ 
планетного корабля в поле тяготения Земли и Луны. Они ис¬ 
пользуются для вычислений в области микроволновой спектро¬ 
скопии. Обработка многочисленных данных, относящихся к про¬ 
гнозам погоды, требует работы на этих машинах в течение 
двух-трех часов и т. д. Можно указать на использование этих 
машин в атомной технике, при расчетах гидроэнергетических 
систем и т. п. 

Электронные цифровые машины находят широкое примене¬ 
ние при автоматизации процессов производства. 

Благодаря машинной математике современ¬ 
ная математика (математическая логика, теория алгорит¬ 
мов, теория информации и др.) становится одним из 
важнейших теоретических орудий современной 
промышленности 1 2 . Находясь в непосредственной связи с 
кибернетикой, машинная математика способствует эффективно¬ 
му использованию методов математики в науке, технике и эко¬ 
номике. Вместе с тем имеет место и обратное влияние машин¬ 
ной математики на теоретическую математику; оно идет по двум 
направлениям. 


1 См. комментарии Э. И. Березкиной к восьмой книге «Математика в 
девяти книгах». «Историко-математические исследования», вып. X. М., Гостех- 
издат, 1957; В. Н. М о л о д ш и й. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века М., Учпедгиз, 1963, стр. 104—108. 

2 См. в этой связи: Дж. Бернал. Наука и техника в мире будущего. 
Доклад на международном симпозиуме по проблемам высшего технического и 
гуманитарного образования от 9/ІХ 1963 года. М., Л ПН, 1964. 
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Машинная математика помогает теоретической математике 
быстро и с любой, наперед заданной, степенью точности (реали¬ 
зуемой с помощью данной машинной техники) находить отве¬ 
ты к задачам, решение которых средствами последней практи¬ 
чески невозможно. Известно, что при анализе многих задач фи¬ 
зики и механики приходится упрощать — лучше сказать, 
идеализировать—рассматриваемое явление, отвлекаясь от влия¬ 
ющих на его течение «второстепенных» факторов. Это позволя¬ 
ет получить сравнительно простое дифференциальное уравнение, 
интегрируемое обычными методами. Например, чтобы решить 
задачу о колебании физического маятника, обычно игнорируют 
сопротивление воздуха, прогиб и вращение нити и т. п. Получа¬ 
емое при этом дифференциальное уравнение интегрируется без 
труда. Если же все эти факторы принять в расчет, то мы полу¬ 
чим крайне сложное уравнение, практически не поддающееся 
обычным методам интегрирования. Машина находит приближен¬ 
ное решение такого сложного уравнения в несколько секунд. 

Разработка теоретических проблем машинной математики и 
задачи усовершенствования счетно-решающих устройств — 
значительный фактор в развитии как существующих, так и но¬ 
вых математических дисциплин, существенно изменивших струк¬ 
туру и содержание современной математики. К числу таких 
дисциплин относятся математическая логика, теория алгорит¬ 
мов, теория автоматов, теория информации, теория массового 
обслуживания, теория игр, программирование. 

Плодотворное взаимодействие математики с такими новыми 
направлениями,как математическая логика, теория алгоритмов, а 
также с машинной математикой предопределят во многом про¬ 
блематику докладов, читаемых на съездах, коллоквиумах и т. п. 
Характерен следующий факт. В 1962 году в Венгрии состоялся 
Коллоквиум по основаниям математики, математическим маши¬ 
нам и их применениям ! . На Коллоквиуме были заслушаны и об¬ 
суждены доклады по следующим вопросам: I. Основания мате¬ 
матики и математическая логика — 12 докладов; II. Абстракт¬ 
ная теория автоматов и вычислительных машин — 4 доклада; 
III. Теория переключательных схем — 5 докладов; IV. Матема¬ 
тическая лингвистика и машинный перевод — 9 докладов; 
V. Цифровые вычислительные машины и программирование—5 
докладов; VI. Искусственный интеллект. Обучающиеся маши¬ 
ны — 4 доклада. 

Сказанное выше о машинной математике можно в некотором 
смысле обобщить. Разработка любых приближенных методов ос¬ 
новывается на данных теоретической математики и в свою оче¬ 
редь способствует ее дальнейшему развитию. 


1 Соііс^иіит оп ІЬе Іоипсіаііопз оі таІЬетаНсз, таІНетаІісаІ тасНіпез 
ап(1 ІЬеіг арріісаііопз, ТісЬапу, И —15 ЗерІегпЬег, 1962. Висіарезі, 1965. 
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Разработка методов приближенного решения алгебраических 
уравнений была теснейшим образом связана с решением теоре¬ 
тических вопросов алгебры (определение числа положительных, 
отрицательных и мнимых корней уравнений, определение границ 
их корней и т. п.). 

Десятичные дроби, логарифмы, таблицы логарифмов, число¬ 
вые и степенные ряды, бесконечные произведения — все это во¬ 
шло в математику в связи с разработкой методов приближен¬ 
ного решения конкретных задач математики и математического 
естествознания. И. Ньютон и Г. В. Лейбниц использовали сте¬ 
пенные ряды как общий оперативный аппарат математического 
анализа. Л. Эйлер систематически обращался к представлению 
исследуемых функций степенными рядами и бесконечными про¬ 
изведениями. Он использовал такие представления не только в 
качестве аппарата математического анализа, но и как наиболее 
общий и оперативный способ изучения свойств функций (какой 
сам говорил, способ изучения «их природных свойств»). На этом 
пути Л. Эйлер открыл известную формулу, связывающую показа¬ 
тельную функцию с функциями тригонометрическими. Формула 
Эйлера, в частности, сыграла большую роль в выяснении при¬ 
роды числа я и решении задачи о квадратуре круга. 

Используя ряды для вывода общих и частных решений не¬ 
которых видов дифференциальных уравнений второго порядка 
н уравнений в частных производных, Л. Эйлер подготовил поч¬ 
ву для дальнейшего развития теории дифференциальных урав¬ 
нений. 

История теории определенных интегралов неотделима от ис¬ 
тории разработки приемов их приближенных вычислений 

Учитывая решающую роль трудовой деятельности людей в 
развитии науки, К. Маркс и Ф. Энгельс имели полное основание 
утверждать, что «естествознание (включая математику.— В. М.) 
получает свою цель, равно как и свой материал, лишь благода¬ 
ря торговле и промышленности, благодаря чувственной деятель¬ 
ности людей» 1 2 . 

На заре развития знания производственная деятельность лю¬ 
дей была примитивной и ее запросы влияли на развитие мате¬ 
матики нспосрсдствек«ным образом. Это подтверждает история 
начальных форм счета и простейших геометрических представ¬ 
лений. В дальнейшем формы непосредственного воздействия 


1 См.: А. П. Юшкевич. О возникновении понятия об определенном ин¬ 
теграле Коши. «Труды Института истории естествознания АН СССР», т. 1,1947, 
■Ф. П. Ж и р н о в. Приближенное вычисление интегралов в работах Л. Эйлера. 
«Ученые записки Московского областного педагогического института им. 
Н. К. Крупской», т. СЬ. М., 1964. 

2 К. М а р к С и Ф. Энгельс. Немецкая идеология Сочинения, т. 3, 
стр. 43. 


25 




производственной деятельности людей на математику становят¬ 
ся разнообразнее. Вместе с этим производственная деятельность 
людей начинает влиять на математику косвенно, через другие 
науки, в связи с запросами, которые она предъявляет к послед¬ 
ним. Со временем развитие математики все сильнее переплета¬ 
ется с развитием других наук, в первую очередь механики, аст¬ 
рономии, физики, гидро- и аэродинамики и т. п. 

Оставляя пока в стороне подробное выяснение реальных ос¬ 
нований этого процесса, отметим лишь следующее. Объяснение 
более или менее сложного явления природы чаще всего может 
быть дано при помощи родственных научных дисциплин, каки¬ 
ми, в частности, являются механика, физика и т. п. Математика 
изучает формы и соотношения, присущие всем предме¬ 
там и явлениям природы. Благодаря этому опосредо¬ 
ванные связи математики с другими науками, а также с техни¬ 
кой, с производственной деятельностью людей чрезвычайно ши¬ 
роки и разнообразны, причем их широта и разнообразие все 
время растут. В этой связи Ф. Энгельс требовал изучать п о - 
следовательное развитие отдельных отраслей естество¬ 
знания на основе анализа их общей зависимости от потребно¬ 
стей и уровня производства. 

За годы Советской власти в нашей стране проведена боль¬ 
шая работа по истории математики, охватывающая все основ¬ 
ные этапы ее развития 1 . Мы остановимся на некоторых из этих 
результатов, относящихся преимущественно к XVI—XIX векам. 
Наш выбор обусловлен тем, что в работах К. Маркса и Ф. Энгель¬ 
са имеются высказывания, относящиеся к материальным источ¬ 
никам развития математики и естествознания в XVI—XIX веках 
(кроме того, соответствующие сведения понадобятся нам в даль¬ 
нейшем). 

Математика эпохи Возрождения — эпохи зарождения бур¬ 
жуазного общества—датируется от середины XVI столетия 
В это время в Северной Италии была решена задача, которую 
не смогли решить древние греки и продолжавшие их исследо¬ 
вания ученые стран ислама. Именно итальянские ученые Н. Тар¬ 
танья и Л. Феррари разработали общие алгебраические мето¬ 
ды решения алгебраических уравнений третьей и четвертой 
степеней. От этого знаменательного открытия начинается 
во все ускоряющемся темпе развитие математики нового вре¬ 
мени. 

В XVI—XVII веках две науки особо сильно влияли на раз¬ 
витие математики — астрономия и механика. Это и понятно, так 
как от их развития во многом зависели мореплавание и техни¬ 
ческий прогресс в промышленности. 


1 См., например: А. П. Юшкевич. История математики. Сб. «Матема¬ 
тика в СССР за ХЬ лет», т. I. М., Физматгиз, 1958. 
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Первые успехи астрономии нового времени связаны с име¬ 
нами Тихо Браге, Н. Коперника и И. Кеплера. Эти великие уче¬ 
ные ввели в астрономию практику точных наблюдений, гелио¬ 
центрическую гипотезу и основные законы теоретической астро¬ 
номии. Указанные открытия в первую очередь требовали от ма¬ 
тематики усовершенствования техники обработки результатов 
наблюдений, в связи с чем стоит введение логарифмов 1 , усовер¬ 
шенствование символики алгебры и разработка тригонометрии. 
Кроме того, для обоснования и проверки гелиоцентрической ги¬ 
потезы Коперника и законов Кеплера требовалось знакомство 
с коническими сечениями и умение пользоваться инфинитези¬ 
мальными методами. Это, естественно, стимулировало разработ¬ 
ку аналитической геометрии и математического анализа. 

Существенные успехи в развитии математического анализа 
связаны больше всего с решением задач механики 2 . Матема¬ 
тики стали особенно интересоваться инфинитезимальными ме¬ 
тодами, когда под влиянием работ Г. Галилея, X. Гюйгенса и 
других ученых заинтересовались проблемами статики и особен¬ 
но. динамики 3 . 

Легко показать, что задачи динамики, даже в простейших 
случаях, требуют для их решения инфинитезимальных методов. 
Представим, например, что нам необходимо установить ско¬ 
рость движения материальной точки по прямолинейной траек¬ 
тории в момент времени і\. Если точка движется равномерно, то 

постоянное отношение - 4 - даст нам искомую скорость. В про¬ 
тивном случае отношение - 4 - не будет постоянной величиной, 

почему и нахождение скорости, вообще говоря, не может быть 
осуществлено методами математики «постоянных величин»- Что¬ 
бы поставленную задачу решить в общем виде, необходимо 

взять среднюю скорость и, приближая і 2 к іи рас¬ 

сматривать скорость точки в момент і\ как предел, к которому 
стремится отношение у ~ ■ при приближении і 2 к Посту¬ 
пая так, необходимо ввести понятие функции, а вместе с нею 
понятие величины, стремящейся к пределу, и бесконечно малой 
в частности. 

К такого рода понятиям и инфинитезимальным приемам, а 
также, по сути, к понятию интеграла приводили задачи на на- 


1 Еще раньше вопросы астрономии, торговли и строительства стимулиро¬ 
вали разработку арифметики десятичных дробей (Китай, III в, Джемшид Ги- 
ясэддин ал Каши в Средней Азии и С. Стевнн в Западной Европе). 

2 Заметим, что развитие механики само стимулировалось развитием 
астрономии. 

3 См. по этому вопросу. Г. Г. Ц е й т е н. История математики в XVI и 
XVII вв. М.—Л , Гостехиздат, 1933. 
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хождение массы тела, центров тяжести тел, при исследовании 
маятника и т. п. Могла ли математика предшествующих столе¬ 
тий способствовать решению такого рода задач механики и 
астрономии? В большинстве практически важных случаев не 
могла. Правда, у древних греков был инфинитезимальный ме¬ 
тод — метод исчерпывания, но он, как правило, не мог удовлет¬ 
ворить новые запросы механики и астрономии. Метод исчер¬ 
пывания не обладал преимуществами общего метода, его 
приложения существенно корректировались особенностями тех 
фигур, к которым его прилагали. Типичный тому пример — осу¬ 
ществленная Архимедом квадратура параболы *. Новые же за¬ 
дачи механики (как это видно на примере задачи о нахождении 
скорости) требовали общего инфинитезимального метода, ко¬ 
торый помогал бы найти решение каждой задачи для любо¬ 
го ее частного случая. Не могла удовлетворить запросы астро¬ 
номии и теория конических сечений древних греков, развер¬ 
нутое геометрическое обоснование которой дано Аполлонием 
в его классическом трактате о конических сечениях. По сущест¬ 
ву рассматриваемых задач астрономия требовала алгебраи¬ 
ческого, а не геометрического обоснования теории конических 
сечений. 

Так в математике возникла проблема создания общих ме¬ 
тодов решения широкого круга задач, разработке которых по¬ 
святили себя многие ученые и философы второй половины XVI 
и особенно XVII века. Назовем таких мыслителей, как И. Кеп¬ 
лер, Б. Кавальери, П: Ферма, Б. Паскаль, И. Барроу, Р. Декарт, 
Г. В. Лейбниц и И. Ньютон. Декарту и Ферма наука обяза¬ 
на разработкой аналитической геометрии, Лейбницу и Ньюто¬ 
ну — развитием дифференциального и интегрального исчисления. 
Методы этих наук явились мощным орудием решения воп¬ 
росов механики и астрономии и тем самым прямо или косвен¬ 
но способствовали развитию промышленности, судостроения 
и т. п. 

Итак, в Западной Европе в XVI—XVII веках в условиях 
формирования буржуазного общества развитие техники вычис¬ 
лений, алгебры, тригонометрии, аналитической геометрии и ма¬ 
тематического анализа обусловливалось в первую очередь за¬ 
просами астрономии, механики и оптики, развитие которых в ко¬ 
нечном счете стимулировалось потребностями промышленности 
и торговли. 

«Когда Европа вышла из средневековья, — писал Ф. Эн¬ 
гельс,— поднимавшийся городской средний класс был его ре¬ 
волюционным элементом. Признанное положение, которое он 


1 Архимед. Сочинения. Перевод, вступительная статья и комментарии 
И Н. Веселовского. Перевод арабских текстов Б. А. Розенфельда. М, Физмат- 
гиз, 1962, стр. 77—95 и 443—450. 
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завоевал себе внутри средневекового феодального строя, стало 
\же слишком тесным для его способностей к расширению. Раз¬ 
витие среднего класса, буржуазии, стало уже несовместимо с 
феодальной системой, поэтому феодальная система должна бы¬ 
ла пасть. 

Но крупным интернациональным центром феодальной систе¬ 
мы была римско-католическая церковь. Несмотря на все внут¬ 
ренние войны, она объединяла всю феодальную Западную Ев¬ 
ропу в одно большое политическое целое, которое находилось в 
противоречии одинаково как с схизматическим греко-православ¬ 
ным, так и с мусульманским миром. Она окружила феодальный 
строй ореолом божественной благодати. Свою собственную 
иерархию она установила по феодальному образцу, и, нако¬ 
нец, она была самым крупным феодальным сеньором, пото¬ 
му что ей принадлежало не менее третьей ч?сти всех земельных 
владений в католических странах. Прежде чем начать успеш¬ 
ную борьбу против светского феодализма в каждой стране и в 
отдельных его сферах, необходимо было разрушить эту его- 
центральную, священную организацию. 

В то же время параллельно с ростом среднего класса про¬ 
исходило гигантское развитие науки. Стали вновь изучаться* 
астрономия, механика, физика, анатомия, физиология. Буржуа¬ 
зии для развития ее промышленности нужна была наука, кото¬ 
рая исследовала бы свойства физических тел и формы проявле¬ 
ния сил природы. До этого же времени наука была смирен¬ 
ной служанкой церкви, и ей не позволено было выходить за 
рамки, установленные верой; по этой причине она была чем 
угодно, только не наукой. Теперь наука восстала против церк¬ 
ви; буржуазия нуждалась в науке и приняла участие в этом* 
восстании» 1 . 

Конец XVIII и первая половина XIX века вошли в историю 
технического прогресса как период бурного развития машинной 
техники, базирующейся на использовании парового двигателя. 
С этим, как известно связано развитие и укрепление промыш¬ 
ленного капитализма в Англии и Франции, потом в Германии и 
России. 

Отмечая достижения в развитии производительных сил до се¬ 
редины XIX века, Маркс и Энгельс указывали, что «буржуазия* 
менее чем за сто лет своего классового господства создала бо¬ 
лее многочисленные и более грандиозные производительные си¬ 
лы, чем все предшествовавшие поколения, вместе взятые. Поко¬ 
рение сил природы, машинное производство, применение химии 
в промышленности и земледелии, пароходство, железные доро¬ 
ги, электрический телеграф, освоение для земледелия целых ча- 


1 Ф Энгельс. Введение к англ нзд «Развития социализма от утопии к 
иа)ке» В кн К Маркс и Ф Энгельс Сочинения, т 22, стр 306—307 
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стей света, приспособление рек для судоходства, целые, словно 
вызванные из-под земли, массы населения, — какое из прежних 
столетий могло подозревать, что такие производительные силы 
дремлют в недрах общественного труда!» \ 

Эти достижения были бы невозможны без новых форм орга¬ 
низации науки и интенсивного, широкого развития естествозна¬ 
ния (включая математику). Коренную причину возросшего 
значения естествознания для развития производительных сил пе¬ 
риода промышленного капитализма указал К. Маркс. «В каче¬ 
стве машины, — писал он, — средство труда приобретает 
такую материальную форму существования, которая обуслов¬ 
ливает замену человеческой силы силами природы и эмпириче¬ 
ских рутинных приемов — сознательным применением 
естествознания» 1 2 . 

XVIII век был в основном веком деятельности сравнительно 
замкнутых академий и гениальных одиночек, результаты твор¬ 
чества которых часто становились известными только из их пе¬ 
реписки. Университеты насчитывались единицами. Научные из¬ 
дания (чаще академические) выходили сравнительно редко, рас¬ 
пространялись крайне медленно. В первой половине XIX века 
число творчески работающих ученых значительно возрастает. 
Работа академий становится более интенсивной. Развертывает¬ 
ся плодотворная творческая деятельность в ранее существовав¬ 
ших и во вновь организованных университетах и в различных 
специальных школах. Так, например, в 1804 году в Казани был 
открыт университет, в котором получил образование, а потом 
работал один из величайших математиков XIX века — Н. И. Ло¬ 
бачевский. Во Франции была создана Политехническая школа, 
в задачу которой входила подготовка офицеров революцион¬ 
ной, а позже наполеоновской армии. В этой школе работали 
многие выдающиеся ученые: Г. Монж (организатор и руково¬ 
дитель школы), Р. С. Лаплас, А. М. Лежандр, Ж- Л. Лагранж, 
С. Д. Пуассон, Ж. В. Понселе, Ж. Фурье, О. Л. Коши, 
О. Ж. Френель, А. М. Ампер, С. Карно и другие. В трудах этих 
ученых получили блестящее развитие механика, физика и мате¬ 
матика 3 . Во многих странах начинают издаваться специальные 
математические журналы. 


1 К. Маркс и Ф. Энгельс. Манифест коммунистической партии. Со¬ 
чинения, т. 4, стр. 429. 

2 К. Маркс. Капитал, т. I. В кн.: К. Маркс и Ф. Энгельс. Сочине¬ 
ния, т. 23, стр. 397. См. также: «Архив Маркса и Энгельса», т. II (VII), стр. 99 
(выделено мной. — В . М.). Роль естествознания в развитии промышленнос¬ 
ти хорошо понимали некоторые, математики XVII и XVIII веков. Ср. в этой 
связи: Споттисвуд. О связи математики с другими науками. Каменец- 
Подольск, 1885, стр. 3. 

3 Организована в 1794 году, но ее основной период деятельности относит¬ 
ся к первой половине XIX века. 
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Восемнадцатый век был веком преобладающего влияния 
механики (небесной механики, механики без трения), физика 
занимала подчиненное положение Усилия математиков XVIII 
века были направлены преимущественно на разработку новых 
методов математики, способных помочь решению проблем ме¬ 
ханики В первой половине XIX века жизненно важные задачи, 
в первую очередь вопросы улучшения работы паровых и дру¬ 
гих машин, выдвинули физику на первое место среди наук Од¬ 
ной из главнейших проблем становится проблема превращения 
теплоты в механическую работу. 

Развитие новых методов математики, способных решать 
проблемы теории теплоты, электродинамики, земного магнетиз¬ 
ма, оптики, теории упругости и т. п , — вот что главным образом 
привлекает внимание математиков. О. Л. Коши указывал, 
что в это время методы математического анализа стали 
применять в «теории упругости, к распространению теплоты в 
телах или в пространстве, к распространению волн на поверх¬ 
ности весомой жидкости, к передаче звука через твердые тела, 
к теории динамического электричества, к теории сотрясения уп¬ 
ругих пластинок и прутьев; наконец, к теории света, в которую 
входят различные явления отражения, простого преломления све¬ 
та, двойного преломления, поляризации, окрашивания и т п » 1 
Математика получает также новые стимулы развития от новых 
задач астрономии, механики, геодезии и других наук. На этом пу¬ 
ти удалось получить много новых фундаментальных результатов. 
Ограничимся здесь одним примером. 

Лагранж развил начала общей теории тройных интегра¬ 
лов, в связи с решением проблемы притяжения материальной 
точки к телу произвольной формы. Теория тройных интегралов 
в дальнейшем совершенствовалась в работах по теории потенци¬ 
ала. Понятие поверхностного интеграла возникло в связи с ре¬ 
шением задачи о распространении электрических зарядов по 
поверхности проводящих тел; оно стало самостоятельным мате¬ 
матическим объектом в работах К. Ф. Гаусса по теории притя¬ 
жения 2 . 

История понятия интеграла отчетливо показывает, что, во¬ 
обще говоря, математическое понятие (математическая теория) 
становится самостоятельным объектом исследований, как 
правило, лишь тогда, когда возникает необходимость решать с 
его (ее) помощью многие задачи с различным качественным со¬ 
держанием Это естественно: чтобы выделить общее в чистом, 
абстрактном виде, надо изучить его многообразные конкретные 
проявления 


1 А Коши Семь лекций общей физики, пер с франц СПб, 1872, стр 4 
и след Коши читал лекции в 1833 году 

2 См ниже, часть II, гл II, параграф 3 
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Переход от мануфактуры к машинной индустрии, развитие 
строительного искусства и военной техники явились основой воз¬ 
никновения начертательной и проективной геометрий *. 

В своих бессмертных «Принципах натуральной философии» 
И. Ньютон дал образец общей теории — он построил классиче¬ 
скую механику, охватывающую огромный круг явлений приро¬ 
ды. Однако в XVII—XVIII веках важную роль играли и ис¬ 
следования отдельных вопросов астрономии, механики 
и физики. В конце XVIII и в первой половине XIX века положе¬ 
ние изменилось: в это время главное внимание исследователей 
«сосредоточивалось не на решении частных задач, а на установ¬ 
лении общих теорий» (Н. Е. Жуковский), т. е. теорий, охва¬ 
тывающих все возможные виды объектов исследования (из не¬ 
которой области), в их взаимосвязях. Каждая теория и ее методы 
•начинают оцениваться в первую очередь по тому, насколько они 
обладают общностью. «Пуассон и Фурье, — писал Лобачевский о 
некоторых их работах по механике, — сделали более и даже все 
необходимое: они рассмотрели все случаи, какие действительно 
могут встретиться в природе» 1 2 . Это, конечно, способствовало вы¬ 
работке особых требований и к математике — в части развития в 
ней общих теорий, способных математически охватить все то, что 
изучалось в общих теориях математической физики, астрономии 
и механики. 

В конце XVII и в XVIII веке в математике и механике были 
получены результаты фундаментального значения. Основным 
здесь было развитие дифференциального и интегрального исчис¬ 
лений, теории дифференциальных уравнений, вариационного ис¬ 
числения и аналитической механики. Значительные результаты 
‘были получены в алгебре и теории чисел. 

В XIX веке сокровищница математики пополнилась многими 
•фундаментальными результатами. В первой половине XIX века 
к их числу относятся значительное развитие и обобщение ма¬ 
тематического анализа и теории дифференциальных уравнений 
■в частных производных, разработка начал теории функций 
комплексного переменного, учение об эллиптических и дру- 
тих функциях, тригонометрические ряды, неевклидова гео¬ 
метрия, дифференциальная и проективная геометрии, учение о 
ц-мерных пространствах, решение фундаментальных проблем 
-алгебры и теории чисел, развитие арифметики кватернионов и 
типеркомплексных чисел и т. п. Математика выросла не только 


1 До развития начертательной геометрии как самостоятельной дисциплины 
инженеры, архитекторы и художники XVI—XVIII воков уделяли внимание 
.перспективе и в своих сочинениях описывали способы, посредством которых 
пространственные образы можно изображать на бумаге. 

2 См.: Л. Б. М о д з а л е в с к и й. Материалы для биографии Н. И. Лоба¬ 
чевского. М.—Л., Изд-во АН СССР, 1948, стр. 187. (Выделено мною — 
В. М.) 
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количественно, но и претерпела серьезные качественные изме¬ 
нения *. 

Сказанное ранее о решающих источниках возникновения ис¬ 
ходных понятий математики и ее дальнейшего роста можно под¬ 
твердить и на других фактах. Богатый материал дает здесь 
история жизни и творческой деятельности величайших корифеев 
математической мысли — Архимеда, И. Ньютона, К. Ф. Гаусса, 
П. Л. Чебышева и других. В. А. Стеклов говорил, что каждый из 
этих великих ученых оставил нам исключительные по глубине и 
результативности образцы соединения практики, в высшем смыс¬ 
ле этого слова, с творческой, обобщающей силой отвлеченного 
мыслителя-математика. Развитые ими теории нашли — и будут 
находить — разнообразнейшие применения в науке и технике, в 
машинах, которые явились овеществленным выражением их гени¬ 
альных идей. Стеклов справедливо сказал: «Природа не боится 
идеологов, пытающихся рассматривать природу через искажаю¬ 
щие призмы своих предвзятых фантазий, и часто жестоко над 
ними издевается, но встретившись с проницательным взором фи- 
лософа-реалиста и прямо им спрошенная, смиряется и «отвечает 
ему», как говорил Лобачевский, «непременно и удовлетвори¬ 
тельно» 1 2 . 

В беседах со своими учениками П. Л. Чебышев подчеркивал, 
что развитие математики находится повседневно под прямым или 
косвенным влиянием практики, причем это влияние возрастает. 
«В старину, — сказал однажды Чебышев, — задавали математи¬ 
ческие задачи боги, как, например, удвоение куба, по поводу из¬ 
мерения размеров Дельфийского жертвенника. Далее наступил 
второй период, когда задачи задавали полубоги: Ньютон, Эйлер, 
Лагранж. Теперь третий период, когда задачи задает практика» 3 . 

История математики убедительно показывает, что решающей 
причиной развития математики является производственная дея¬ 
тельность людей 4 . Сказанное тем более верно в отношении ма¬ 
тематики в социалистическом обществе; об этом мы будем гово¬ 
рить в следующем параграфе. 

Итак, чтобы жить, люди должны развивать производство, 
транспорт, торговлю, сельское хозяйство и т. п. Для этого надо 
изучать природу, открывать ее законы и уметь применять знание 
этих законов в практической деятельности. Задачу изучения явле¬ 
ний и законов природы решает естествознание во всех его раз- 


1 Содержание этого процесса мы будем подробнее исследовать во второй 
главе второй части. 

2 В. А. Стеклов. Теория и практика в исследованиях Чебышева (речь, 
произнесенная на торжественном чествовании столетия со дня рождения Че¬ 
бышева Российской Академией наук). Пг., 1921. Перепечатано в «Успехах 
математических наук», 1 2 (12), 1946, стр. 4—11. 

3 Д. А. Г р а в е. Значение математики в естествознании. Киев, 1908, стр 10 

4 Решающей, но не единственной. Как будет показано далее, математика 
обладает и относительной самостоятельностью развития. 

3 В. Н. іМолодшиіі 
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ветвлениях. Математика возникла и развивается под влиянием 
расширяющейся и усложняющейся практической деятельности 
людей и является орудием практики. При помощи ее методов 
другие науки — механика, астрономия, физика и т. п., — а также 
и технические науки могут объяснить и предсказать то, что не бы¬ 
ло известно или чего нет, но что может быть сделано. Следова¬ 
тельно, как и естественнонаучные дисциплины, математика (ос¬ 
новные понятия и посылки ее теорий, их теоремы, способы по¬ 
строения и т. п.) правильно отражает определенные стороны 
материальной действительности . 

4. Влияние общественных условий на развитие математики 

Зависимость развития математики от задач материальной 
жизни людей нередко признавали и довольно точно описывали 
некоторые историки науки XIX и начала XX века. Но они не го¬ 
ворили о том, что воздействие промышленности, торговли, сель¬ 
ского хозяйства и т. п. на естествознание и математику сущест¬ 
венно зависит не только от их запросов и уровня, но и от того, 
в каком обществе и на каком этапе его развития это воздейст¬ 
вие имеет место *. 

Рассматривая вопрос о зависимости развития естествозна¬ 
ния и математики от характера общественного строя, надо в пер¬ 
вую очередь учитывать, основано ли общество на эксплуатации 
человека человеком или это общество социалистическое 1 2 . Здесь 
мы сначала рассмотрим вопросы, связанные с особенностями раз¬ 
вития математики в антагонистических классовых обществах. 

Обычно представители господствующих эксплуататорских 
классов поддерживали творческие усилия ученых, в том числе и 
математиков, если это сулило им быстрое обогащение. «Низкая 
алчность, — писал Ф. Энгельс, — была движущей силой цивили¬ 
зации с ее первого до сегодняшнего дня; богатство, еще раз бо¬ 
гатство и трижды богатство, богатство не общества, а вот этого 
отдельного жалкого индивида было ее единственной, определя¬ 
ющей целью. Если при этом в недрах этого общества все более 
развивалась наука и повторялись периоды высшего расцвета ис¬ 
кусства, то только потому, что без этого невозможны были бы все 
достижения нашего времени в области накопления богатств» 3 . 
Когда в конце XVIII и начале XIX века во Франции задачи раз¬ 
вития промышленности военного дела и т. п. потребовали 
развития точных наук, особенно механики, физики и мате- 


1 См., например: Ф. Клейн. Лекции о разлитии математики в XIX столе¬ 
тии, ч. I. М.—Л., ОНТИ, 1937; Г. Г. Цейтен. История математики в XVI и 
XVII веках. М.—Л., Гостехиздат, 1933. 

2 Простейшие математические понятия развились до возникновения клас¬ 
сового общества. Об этом мы говорили раньше, в § 2 этой главы. 

3 Ф. Энгельс. Происхождение семьи, частной собственности и государ¬ 
ства. В кн.: К. Маркс и Ф. Энгельс. Сочинения, т. 21, стр. 176. 
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матики, французская буржуазия нашла достаточно средств для 
поддержки Фурье, Коши, Пуассона и других выдающихся ученых. 

Господствующие эксплуататорские классы не заботятся о 
том, чтобы достижения науки стали достоянием народа. Напри¬ 
мер, в XIX веке в России передовые математики — ученые и пре¬ 
подаватели— неоднократно старались увеличить объем и улуч¬ 
шить качество преподавания математики в различного типа шко¬ 
лах, от начальных до университетов включительно 1 . Но царское 
правительство соглашалось с их предложениями лишь в случае 
острой необходимости (например, во время борьбы с Наполео¬ 
ном) и, как правило, лишь отчасти. «Героическая жизнь Ломоно¬ 
сова показывает, — пишет Дж. Бернал, — насколько русский ге¬ 
ний способен был овладеть новейшей наукой и насколько в то же 
время стеснительны были условия самодержавия и крепостниче¬ 
ства. Не будь их, появились бы сотни Ломоносовых» 2 . 

«Раньше, — подчеркивал В. И. Ленин, — весь человеческий ум, 
весь его гений творил только для того, чтобы дать одним все 
блага техники и культуры, а других лишить самого необходимо- 
гого — просвещения и развития» 3 . 

Каждый господствующий эксплуататорский класс, именно в 
силу своей эксплуататорской природы, стремился поставить на¬ 
уку, в том числе математику, в такие условия, чтобы ученые 
«естественным образом» приходили к соответствующему его ин¬ 
тересам истолкованию научных данных. Господствующая в анта¬ 
гонистических классовых обществах идеология требует «привес¬ 
ти в соответствие» утверждения науки с религией и идеалистичес¬ 
кой философией (которые, как правило, составляют важную 
часть указанной идеологии). От выводов науки требуется, чтобы 
они «не противоречили» идее «незыблемости» и «вечности» гос¬ 
подства эксплуататорского класса. Все не соответствующее этим 
«установкам» должно быть изъято или «переработано», т. е., по¬ 
просту говоря, фальсифицировано так, чтобы названное выше 
«соответствие» восстановилось. Причина этого ясна. Выводы на¬ 
уки опровергают идеализм и религию. 

В. И. Ленин указывал: «Если существует объективная истина 
(как думают материалисты), если естествознание, отражая внеш¬ 
ний мир в «опыте» человека, одно только способно давать нам 
объективную истину, то всякий фидеизм отвергается безус¬ 
ловно» 4 . 


1 Имеются обширные материалы, характеризующие педагогическую дея¬ 
тельность Лобачевского, Остроградского, Чебышева и других русских мате¬ 
матиков — ученых и преподавателей XIX века. 

2 Дж. Бернал. Влияние экономических и технических факторов на со¬ 
временную науку. «Вестник Академии наук СССР», 1958, № 1, стр. 30. 

3 В. И. Л е н и н. Поли. собр. соч., т. 35, стр. 289. 

4 В. И. Л е н и н. Материализм и эмпириокритицизм. Поли собр. соч , т. 18, 
стр. 127. См. также: О. Клор. Естествознание, релипия и церковь, пер. с нем 
М, Господитиздат, 1960. 
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Следует, однако, подчеркнуть, что если интересы господству¬ 
ющих эксплуататорских классов в области экономики, политики 
и т. п. требуют развития естествознания, особенно точных наук, 
то эти классы поддерживают их. Известно, например, что в наше 
время точные науки интенсивно развиваются в таких капитали¬ 
стических странах, как США, Англия, Франция и Западная Гер¬ 
мания. При этом особую роль играет стремление господствующих 
классов и правительств этих стран к использованию науки для 
наращивания вооружений. 

Остановимся на двух примерах, показывающих, как сообра¬ 
жения идеологического характера заставили некоторых ученых и 
философов выступать против новых важных идей математики и 
тем самым тормозили развитие этой науки. 

В качестве первого примера сошлемся на деятельность вели¬ 
кого философа-материалиста древней Греции Демокрита 1 . Де¬ 
мокрит был первым ученым, использовавшим идею расчленения 
тел на тонкие пластинки в качестве основы приема вычисления их 
объемов. Существо метода Демокрита было тесно связано с раз¬ 
витым им (вслед за Левкиппом) учением об атомистическом 
строении тел природы. 

Насколько можно судить по дошедшим до нас косвенным ис¬ 
точникам, Демокрит использовал свой метод так 2 . Докажем, на¬ 
пример, что объем пирамиды равен произведению одной трети 

^ у 




площади основания на высоту. Как известно, для этого необхо¬ 
димо доказать, что две пирамиды ЗАВС и З'А'В'С' } площади 
оснований и высоты которых попарно равны, имеют равные объ¬ 
емы (рис. 1). Для этого разобьем пирамиду на параллельные 


1 Сч «Демокрит в его фрагментах и свидетельствах древности», 
Огиз, 1935 

2 См но этому вопрос\ С Я Лурье Теория бесконечно малых у древ¬ 
них атомистов М—Л , Изд-во АН СССР, 1935. 
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основанию слои, толщина которых равна высоте одного атома. 
Эти пластинки являются приблизительно прямыми призмами, и 
когда они расположены над основаниями призмы на одной и той 
же высоте, их объемы равны. Число таких попарно равных друг 
другу пластинок в каждой пирамиде одно и то же. Значит, объ¬ 
емы пирамид равны. 

По-видимому, подобным приемом Демокрит пытался дока¬ 
зать справедливость (ранее эмпирически установленных) правил 
вычисления не только объема пирамиды, но и объема цилиндра, 
конуса и шара и тем самым старался преодолеть трудность, с 
которой до него не справились пифагорейцы. 

Отметим, что идеи Демокрита стимулировали разработку про¬ 
цесса исчерпания круга посредством вписывания в него правиль¬ 
ных многоугольников, с числом сторон 2/г, 2 1 2 п, 2 3 /г, ... . Таким 
образом, Демокрит сделал первый шаг к разработке предпосы¬ 
лок интегрального исчисления и теории пределов, при помощи 
которой можно предугадывать искомые результаты. 

Величайший математик древней Греции Архимед оценил по 
достоинству действенную сторону метода Демокрита, развил его 
и использовал при решении ряда сложных задач статики и гео¬ 
метрии. В оценке метода Демокрита он руководствовался требо¬ 
ваниями самой передовой практики исследований своего вре¬ 
мени Г 

Иначе отнесся к методу Демокрита крупнейший идеалист 
древности Платон. Платон был непримиримым противником уче¬ 
ния Демокрита о мироздании, о вечности и неуничтожимости ато¬ 
мов и их движения, не оставляющих места идее существования 
бога. Платон не только критиковал учение Демокрита, он хотел 
скупить и сжечь его работы. Что не удалось сделать Платону, 
сделали его единомышленники за сравнительно короткий срок. 
Во всяком случае, во времена Архимеда найти работы Демокри¬ 
та было трудно. Ясно, что это тормозило распространение про¬ 
грессивных идей Демокрита, в частности его математических 
идей. 

В качестве второго примера сошлемся на деятельность 
О. Л. Коши. 

В первой половине XIX столетия начали складываться осно¬ 
вы общей теории пределов, существенной для обоснования мате¬ 
матического анализа и разработки действенных методов его даль¬ 
нейшего развития (О. Л. Коши и другие). Основу новой теории 
пределов составляла идея потенциальной бесконечности, прояв¬ 
ляющаяся в двух формах: бесконечно малой и бесконечно боль¬ 
шой величин. В первом случае имелась в виду переменная, нео¬ 
граниченно приближающаяся к нулю. Во втором случае говорили 
о переменной, которая в каждый момент имеет определенное ко- 

1 См.: Архимед. О равновесии плоских фигур или о центрах тяжести 

плоских фигур. Сочинения. М., Физматгиз, 1962. 
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нечное значение, но значения которой со временем станут и будут 
оставаться по абсолютной величине больше любого, как угодно 
большого, положительного числа. Вместе с тем более тонкие ис¬ 
следования, которые провел Б. Больцано, говорили в пользу то¬ 
го, что для выяснения (уточнения) природы основных понятий ма¬ 
тематического анализа и для доказательства некоторых его фун¬ 
даментальных теорем целесообразно привлечь идею актуальной 
бесконечности, прообраз которой составляет бесконечное мно¬ 
жество, «данное» всеми своими элементами. В пользу такого под¬ 
хода говорили (проведенные позже) исследования по теории 
тригонометрических рядов и обобщению понятия интеграла *. 

Наряду с Гауссом Коши был крупнейшим аналитиком первой 
половины XIX века. Естественно, казалось бы, думать, что Коши 
(Гаусс вопросами обоснования математического анализа специ¬ 
ально не занимался) должен был стать во главе тех, кто начал 
активно разрабатывать как теорию пределов, так и математичес¬ 
кое учение об актуальной бесконечности. В действительности 
было совсем не так: Коши выступил с резкой критикой идеи 
актуальной бесконечности 1 2 . Причем — и это самое существен¬ 
ное— он вел эту критику с определенных философских по¬ 
зиций. 

Сначала Коши справедливо указывал, что если множества тел 
природы бесконечно или каждое из них может делиться до бес¬ 
конечности, то количественная характеристика множества всех 
вещей, равно как и множества частей любого тела, не может 
быть выражена каким-либо натуральным числом. Этой цели мо¬ 
жет служить только бесконечное (как теперь говорят, карди¬ 
нальное трансфинитное) число. Но, говорил Коши, «невозможно 
сделать предположения о бесконечно большом числе существ 
или тел, одновременно существующих, не впадая в явные проти¬ 
воречия» 3 . 

В чем же усматривал Коши противоречивость понятия беско¬ 
нечного множества? В том, что если бы множество предметов бы¬ 
ло бесконечным, «то можно было бы все предметы расположить 
в некоторый ряд и пронумеровать их так, чтобы номера их соста¬ 
вили последовательный ряд целых натуральных чисел: 1, 2, 3, 4 
и т. д., и тогда следовало бы предположить этот ряд продолжен¬ 
ным до бесконечности»; последнее же предположение нелепо. 

Если ряд натуральных чисел продолжается до бесконечнос¬ 
ти, то квадратов натуральных чисел столько же, сколько и самих 
натуральных чисел: каждому п соответствует я 2 , и наоборот. 


1 См. по этому вопросу: Э. Кольман. Бернард Больцано. Изд-во АН 
СССР, 1955, гл. III, приложения I и II. О работах Больцано мы будем говорить 
во второй части этой книги. 

2 А. Коши. Семь лекций общей физики, пер. с франц. СПб., 1872, лек¬ 
ция третья и прибавления Муаньо. 

3 Т а м же, стр. 17. 
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Вместе с тем, чем больше натуральное число п , тем меньше и 
меньше становится отношение числа квадратов отрезка нату¬ 
ральных чисел от 1 до п к числу л, «откуда следует заключить, 
чго если ряд целых чисел мог бы быть последовательно продол¬ 
жен до бесконечности, то квадраты этого ряда должны были бы 
составлять в этом ряду очень ничтожное меньшинство». «Следо¬ 
вательно, — заключает Коши, — так как предположение ряда, 
продолженного до бесконечности, влечет за собою явные противо¬ 
речия, то самое предположение должно быть отвергнуто» 1 Сле¬ 
дуя этому заключению, Коши никогда — по крайней мере явно — 
не занимался изучением свойств бесконечных множеств, для него 
бесконечность была только потенциальной бесконечностью. 

Рассуждение Коши исходит из необоснованного отождествле¬ 
ния свойств бесконечных и конечных множеств Сказанное Коши 
недостаточно для доказательства притоворечивости понятия бес¬ 
конечного множества, а показывает только, что свойства конеч¬ 
ных и бесконечных множеств во многом различны Например, 
утверждение, что «целое больше каждой своей части», верное 
для конечных множеств, в области бесконечных множеств те¬ 
ряет силу 

С именем Коши связаны принципиальной важности сдвиги в 
развитии содержания и методологии математического анализа 2 . 
В частности, Коши боролся против формального перенесения за¬ 
конов одной математической области в другую область, доказы¬ 
вал (и с успехом использовал в практике своих исследований), 
что возможность такого переноса зависит от природы изучаемых 
в них объектов, а не от нашего произвола или предрассудков. 
Почему же при анализе понятия актуальной бесконечности Ко¬ 
ши отказался от требований развитой им самим научной методо¬ 
логии? Чтобы ответить на этот вопрос, посмотрим, какие выводы 
сделал Коши из своих рассуждений об актуальной бесконечности 

«Доказав» противоречивость предположения, что множество 
натуральных чисел бесконечно, Коши заканчивает свои рас¬ 
суждения так доказанное мною утверждение о множестве нату¬ 
ральных чисел может быть точно так же доказано для множества 
всех звезд, как существующих, так и существовавших и т. п 3 . 
«То, что мы говорили о числе звезд, можно также сказать о чис¬ 
ле людей, живших на Земле, о числе оборотов Земли на ее орби¬ 
те, о числе тех состояний, которые перешел мир со времени 
его существования Итак, был первый человек, было первое 


1 А Коши Семь лекций общей физики, пер с франц СПб, 1872, лекция 
третья и прибавление Муаньо, стр 17—18 

2 Об этом мы будем говорить во второй части этой книги 

3 Напомним, что если бы множество всех вещей было бы бесконечным, то, 
по мнению Коши, составляющие его объекты можно было бы занумеровать 
числами бесконечного ряда натуральных чисел А это значит, что то, что выше 
было сказано о множестве всех квадратов натуральных чисел, можно повто¬ 
рить и о множестве вещей, занумерованных этими числами 
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мгновение, в которое появилась Земля в пространстве и начал¬ 
ся самый мир. Таким образом, наука приводит нас к тому же, 
чему научает нас вера» *. 

Ответ теперь ясен. В вопросе о бесконечных множествах Ко¬ 
ши изменил научной методологии потому, что был религиозным 
человеком и полагал, что догматы религии о происхождении мира 
несовместимы с признанием существования бесконечного мно¬ 
жества вещей, несовместимы с понятием бесконечного множества 

Ученик Коши — аббат Муаньо написал специальную диссер¬ 
тацию, в которой попытался «углубить и расширить» размышле¬ 
ния своего учителя о природе актуальной бесконечности. Диссер¬ 
тация Муаньо интересна в одном отношении: она содержит ука¬ 
зания на то, как коллеги и ученики Коши, в том числе и 
М. В. Остроградский, относились к его теологическим умозаклю¬ 
чениям и к теологическим ухищрениям самого Муаньо. 

«В нашей научной юности, — пишет Муаньо, — когда мы 
имели профессорами Пуассона, Лежандра, Лакруа и др. и това¬ 
рищами по учению Штурма, Остроградского, Якоби и др., нам 
приходилось предлагать многим из этих математиков вопрос воз¬ 
можности или невозможности в действительности бесконечно 
большого числа. И вот что происходило. Когда предложенный 
вопрос оставался в виде отвлеченного предположения или чисто 
математическим, когда нам удавалось скрыть те следствия (что 
это за «следствия», было показано выше. — В. М.), которые 
можно из него вывести, ответ получался ясный, точный, катего¬ 
рический: в действительности бесконечно боль¬ 
шое число невозможно; все числа существенно 
конечны» 1 2 . 

Прервем на минуту Муаньо и напомним, что во время его 
разговоров с Пуассоном, Остроградским и другими математика¬ 
ми в математическом анализе ведущую роль играло понятие по¬ 
тенциальной бесконечности. Значение идеи актуальной бесконеч¬ 
ности начало осознаваться только отдельными математиками 
(например, Больцано). С давних пор (Аристотель) считалось, 
что понятие актуальной бесконечности связано с парадоксами. 
Не удивительно поэтому, что когда Муаньо скрывал от собесед¬ 
ников теологическую направленность своих рассуждений, послед¬ 
ние с ним соглашались. 

А что же получалось, когда Муаньо раскрывал свои замыслы? 

«Если мы недостаточно скрывали догматическое направление 
нашего вопроса, — пишет Муаньо, — ответ был неопределенный, 
неточный, отклоняющий, остерегались утверждать невозмож¬ 
ность в действительности бесконечно большого числа, хотя на са¬ 
мом деле это есть только элементарная математическая истина. 
Наконец, если нам приходилось сказать: число бесконечно боль- 

1 Л. Коши Семь лекций общей физики, пер. с франц. СПб., 1872, стр. 19. 

2 Та м же. Лекция третья и прибавления Муаньо, стр. 60 и след. 
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шое невозможно, следовательно, число людей, существовавших 
на Земле, конечное, и был первый человек, созданный руками бо¬ 
га... мы замечали, как вдруг появлялось видимое неудовольствие, 
дурно скрытое желание взять назад истину, слишком рано от¬ 
крытую с математической очевидностью» *. 

Короче говоря, раскрывал ли Муаньо теологическую направ¬ 
ленность своих умозаключений в конце беседы или в начале, ре¬ 
зультат для него получался плачевный: в лучшем случае собесед¬ 
ник старался прервать «ученую» беседу. И не удивительно, 
молодой Остроградский был материалистом и атеистом; не про¬ 
являли склонности к теологическим спекуляциям и другие назван¬ 
ные Муаньо математики. 

В рассматриваемом вопросе теология мешала не только одно¬ 
му Коши. Как указывал Дж. Веронезе, в 1806 году профессор 
Римского университета кардинал Джердильбыл близок к введе¬ 
нию в математику трансфинитных чисел, но не ввел их, так как 
старался показать несостоятельность понятия об актуальной бес¬ 
конечности с целью опровержения тезиса о вечности вселенной 1 2 . 

Мы привели примеры того, как в первой половине XIX века 
сторонники религиозного мировоззрения критиковали понятие 
актуальной бесконечности. Отвергая такую антинаучную крити¬ 
ку, мы не даем оснований считать понятие актуальной бесконеч¬ 
ности логически безупречными. Впоследствии мы будем гово¬ 
рить о научной критике этого понятия, благодаря которой 
право на неограниченное его использование в математике 
оказалось под сомнением. 

Необходимо подчеркнуть, что влияние идеологии эксплуата¬ 
торских классов на естествознание (включая математику) всегда 
встречало серьезные препятствия. 

Во-первых, чтобы развивать технику, люди должны знать 
законы природы и уметь использовать свои знания в практичес¬ 
кой деятельности. Поэтому, каков бы ни был общественный 
строй, господствующий эксплуататорский класс может исполь¬ 
зовать данные естествознания и математики в производственной 
деятельности лишь в свободном от идеологических извращений 
виде и в силу этого должен способствовать разработке их объ¬ 
ективного содержания. В период феодализма (особенно в Запад¬ 
ной Европе благодаря господству римско-католической церкви) 
издавались законы, предписывающие карать математиков нара¬ 
вне с колдунами. Эти законы не были мертвым клочком бумаги 
Не один Джордано Бруно встретил смерть на костре! Помимо 
различного рода политических и идеологических соображений, 
реальной основой такого рода фактов было то, что в период фео- 


1 А. Коши. Семь лекций общей физики, пер. с франц. СПб, 1872, 
стр. 60 и 61. 

2 Дж. Веронезе. Истина в математике, пер. с итал. М., 1915, стр. 10 
Следует подчеркнуть, что Веронезе не был материалистом. 
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дализма требования производительной деятельности к матема¬ 
тике были, как правило, крайне незначительны. В период про- 
мышленного капитализма, когда сознательное использование 
объективного содержания естествознания и математики стало су¬ 
щественно необходимым для развития производства; теологам 
пришлось ограничить свои претензии к науке. Подобно Муаньо, 
они старались примирить науку с религией так, чтобы, с одной 
стороны, за счет «подчистки» научных истин отстоять «чистоту» 
своих догм, а с другой — дать господствующим классам возмож¬ 
ность использовать науку (в том числе математику), как это им 
было нужно. 

Во-вторых, в силу объективности истин естествознания и ма¬ 
тематики их естественной философской основой является мате¬ 
риализм. Лучшие достижения естествознания и математики свя¬ 
заны с тем, что в практике научной работы ученые, как правило, 
руководствуются материалистическим пониманием объекта своих 
исследований. Вспомним реакцию математиков на размышления 
Коши и Муаньо! 

В-третьих, каково бы ни было общество, построенное на экс¬ 
плуатации и угнетении, всегда находились передовые для своего 
времени люди, которые видели благородную роль науки в беско¬ 
рыстном служении народу и боролись против ее использования 
во вред человеку, против фальсификации ее содержания. 

Ограничимся несколькими примерами из истории математики 
в нашей стране, подтверждающими сказанное. 

Величайший математик XVIII века Л. Эйлер был религиоз¬ 
ным человеком и полагал, что природа создана богом. Этот 
факт старательно отмечается буржуазными историками науки. 
Однако они обычно обходят другой факт: когда речь заходила о 
науке, в том числе и о математике, Л. Эйлер рассуждал так, как 
должен был рассуждать материалист. Л. Эйлер утверждал, что 
чувства дают нам знание реальных предметов; поэтому, напри¬ 
мер, развиваемая им теория Луны относится не к «Луне», «пре¬ 
бывающей в Я» субъективного идеалиста, а к Луне, существую¬ 
щей в природе независимо от людей * *. Л. Эйлер утверждал и ста¬ 
рался доказать, что основные принципы механики могут получить 
удовлетворительное научное обоснование лишь тогда, когда уче¬ 
ные исходят от признания объективного существования прост¬ 
ранства и времени 2 . Л. Эйлер трактовал понятия числа, беско¬ 
нечности и т. п. как понятия, имеющие объективное содержание, 
и именно на этой базе старался обосновать различные математи¬ 
ческие теории. 

1 См.: Л. Эйлер. Письма к одной немецкой принцессе о различных воп¬ 
росах физики и философии, т. 2. СПб., 1792, стр. 72 и след. См. в этой связи 
также сб. «Леонард Эйлер (к 250-летию со дня рождения)*. М., Изд-во 
АН СССР, 1958. 

*Ь. Еиіег. Рёііехіопз зиг ГЕзрасе еі 1е Тетрз. Нізіоіге гіе ГАсагіёпііе 
Коуаіе ёез Зсіепсез еі Веііез Ьеіігез. Вегііп, 1748, р.р. 324—334. 
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Русские математики второй половины XVIII и начала XIX ве- 
ка — Н. Муравьев, С. Котельников, Я. Козельский, С. Гурьев, 
П. Рахманов, Т. Осиповский и другие — отстаивали материалис¬ 
тическое понимание математики, выступали против идеалисти¬ 
ческой трактовки своей науки. Это помогало им правильно понять 
значение математики для развития общества и его производитель¬ 
ных сил и в этой связи не без успеха разрабатывать методику 
преподавания и некоторые вопросы обоснования математики. 
В это время отношение передовых русских математиков к идеа¬ 
лизму хорошо выразил профессор Московского университета 
М. Панкевич. «Отведенный от природы отвлеченными умозаклю¬ 
чениями,— говорил он,— обольстившийся ими до такой степени, 
что, забавляясь оными, не думал бы уже больше о самых вещах, 
к рассмотрению коих первые должны быть путями и средством, 
подобен бы был тому, кто, заставлен будучи необходимостью 
удалиться на время из своего отечества в другие пределы... не 
помышлял бы больше о возвращении в оное» *. 

Материалистический подход к проблемам науки, идейное но¬ 
ваторство и сознание важнейшего общественного значения про¬ 
свещения и научной деятельности — таковы характерные, тесно 
между собой связанные особенности передового русского матема¬ 
тического творчества XIX века. Н. И. Лобачевский был материа¬ 
листом. Он трактовал задачу обоснования математики материа¬ 
листически, боролся против идеалистических и метафизических 
извращений в понимании содержания и принципов математики, 
в толковании математической строгости. Это обстоятельство сыг¬ 
рало большую роль в творческих достижениях Лобачевского, 
особенно в деле разработки гиперболической геометрии 1 2 . Мате¬ 
риалистический подход к вопросам преподавания математики 
помог Лобачевскому научно разработать ряд основных вопросоз 
методики математики начальной и средней школы и притом так, 
что многие его утверждения не потеряли своего значения и в на¬ 
ше время 3 . П. Л. Чебышев придавал решающее значение разви¬ 
тию математики в связи с всесторонним научным анализом за¬ 
просов практики. В связи с научным, материалистическим пони¬ 
манием взаимоотношения математики с практикой находятся 
многие лучшие достижения Чебышева, в частности его классиче¬ 
ские исследования о функциях, наименее уклоняющихся от нуля. 


1 М. Панкевич. Слово о подлинной цели математических наук. Речь в 
Московском университете 30 июля 1792 года. М., 1792, стр. 36. 

2 См. в этой связи: С. А. Яновская. О мировоззрении Н. И. Лобачев¬ 
ского. «Историко-математические исследования», вып. III и IV, 1950—1951; 
Г. Ф. Рыбкин. Материализм — основная черта мировоззрения Н. И. Лоба¬ 
чевского. «Историко-математические исследования», вып. III. 

* См.: Н. И. Лобачевский. Наставления учителям математики. «Тру¬ 
ды Института истории естествознания», т. II. Изд-во АН СССР, 1948; В. М. Н а- 
гаева. Педагогические взгляды и деятельность Н. И. Лобачевского. «Истори¬ 
ко-математические исследования», вып III. М.—Л., 1950. 
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На позициях естественнонаучного материализма стояли и другие 
передовые математики дореволюционной России — М. В. Остро¬ 
градский, С. В. Ковалевская, А. М. Ляпунов, А. А. Марков, 
Н. Е. Жуковский и другие. 

Крупнейшие математики дореволюционной России творили 
для родины, для народа. Н. И. Лобачевский учил юношество ве¬ 
ре в народ, любви к научному знанию, т. е. тому, против чего 
яростно выступал попечитель Казанского учебного округа — ре¬ 
акционер и мракобес Магницкий 1 . С. В. Ковалевская боролась за 
раскрепощение русских женщин, за право женщины быть об¬ 
щественным и научным деятелем 2 . А. А. Марков (старший) вы¬ 
ступил против попыток некоторых реакционных профессоров на¬ 
садить в нашей дореволюционной средней школе идеализм и 
мистику. 

Мы видели, что в обществе, основанном на эксплуатации че¬ 
ловека человеком, определяющее влияние промышленности, сель¬ 
ского хозяйства и т. п. на развитие математики сочетается с воз¬ 
действием на математику определенных идеологических уста¬ 
новок. В различных общественных формациях, на разных эта¬ 
пах их развития, в разных странах это воздействие на математи¬ 
ку имеет неодинаковую силу и принимает разные формы. По омо 
всегда имеет место в антагонистических обществах. 

Иную картину представляет собой развитие математики в со¬ 
циалистическом обществе (мы рассмотрим интересующий нас во¬ 
прос на примере развития математики в нашей стране). В проти¬ 
воположность обществу, основанному на эксплуатации человека 
человеком, социалистическое (потом коммунистическое) общест¬ 
во имеет своей целью максимальное удовлетворение материаль¬ 
ных и культурных потребностей трудящихся. Эта благородная 
цель может быть реализована лишь на основе неуклонного роста 
социалистического производства, использующего передовую тех¬ 
нику и самые последние достижения науки, в первую очередь 
естествознания и математики. Социалистическое общество созда¬ 
ет условия для неограниченного и интенсивного развития науки. 

В царской России прослойка молодежи, изучавшая математи¬ 
ку ради нее самой или как существенно необходимый элемент 
образования инженера, физика, химика и т. п., практически была 
крайне тонкой. В советское время изучение математики приобре¬ 
ло массовый характер. Наша молодежь проявляет все возраста¬ 
ющий интерес к точным наукам. Об этом говорят спрос на науч¬ 
ную и популярную литературу по физике, математике и техничес¬ 
ким наукам, успех физических и математических олимпиад в 
различных городах, а главное—упорная подготовка молодежи к 


1 См/ Л. Б. Модзалевский Материалы для биографии II И. Лоба¬ 
чевского. М.—Л , Изд-во АН СССР, 1948, стр. 759. 

2 См.: С. В. Ковалевская. Воспоминания и письма. М, Изд-во АН 
СССР, 1961. 
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работе на производстве, к продолжению образования в технику¬ 
мах, втузах, педвузах и университетах. 

В последние годы интерес молодежи к точным наукам и ма¬ 
тематике становится еще более значительным. Осуществляемая 
в широких масштабах автоматизация производства, с использо¬ 
ванием электронных вычислительных машин, предъявляет все 
возрастающий спрос на людей, способных налаживать и регули¬ 
ровать работу точных и сложных управляющих систем Матема¬ 
тическое образование превращается в настоятельную необходи¬ 
мость не только для мастера, но и для каждого современного 
квалифицированного рабочего. Немалую роль в повышении ма¬ 
тематической культуры молодежи должны сыграть задачи, свя¬ 
занные с оптимальным планированием народного хозяйства, уче¬ 
том, контролем и управлением. Этому способствует и увеличение 
контингентов лиц, готовящихся для работы в новых отраслях на¬ 
уки и техники (использование атомной энергии в мирных целях, 
автоматика и др). Занятия математикой миллионами учащих¬ 
ся позволяет выявить способных и талантливых молодых людей, 
стимулировать их дальнейшее математическое образование и тем 
самым «с первых шагов» подготовлять их к исследовательской 
деятельности в области точных наук. В деле подготовки творчес¬ 
ких кадров это обстоятельство играет весьма важную роль. 

Математику изучают и многие сотни тысяч взрослых людей: 
в порядке повышения квалификации, на заочных факультетах и 
т. п. Много университетов и других высших учебных заведений 
стимулирует дальнейшее математическое образование миллио¬ 
нов советских людей, увеличивает спрос на учебную и научную 
математическую литературу, предъявляет новые задачи к мате¬ 
матике и ее преподаванию. 

До Великой Октябрьской социалистической революции вся 
исследовательская работа по математике в России велась в уни¬ 
верситетах и в Академии наук. Попытки связать исследователь¬ 
скую работу в математике с работой промышленности были еди¬ 
ничными и приводили к положительным результатам в редких 
случаях. Теперь эта работа ведется в четырнадцати Академиях 
(СССР, УССР, БССР и Др ), в университетах, вузах и втузах, в 
специальных научно-исследовательских институтах математики: 
в Москве, Ленинграде, Новосибирске, Киеве, Казани, Томске, 
Тбилиси, Ташкенте и др. Работа названных организаций гесно 
связывается с тематикой научно-исследовательских институтов 
по физике, механике, в промышленности, вплоть до предприятий 
непосредственно *. Основу этой работы составляет творческое со¬ 
дружество работников науки и производства. 

Наши академии, математические институты, высшие учебные 
заведения и другие организации ведут научно-исследовательскую 


1 См Е А Беляев География советской науки «Вестник Академии па¬ 
ук СССР», № Ю, 1967. 
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работу в соответствии с задачами планомерного развития социа¬ 
листического хозяйства, других наук и самой математики, с уче¬ 
том перспективы общего культурного и идеологического подъема 
нашей страны. Реальность планов социалистического строитель¬ 
ства создает основу реальности планов и научно-исследователь¬ 
ской работы. 

Плановость развития науки в СССР является мощным стиму¬ 
лом ее роста; она позволяет ученым выделять и концентрировать 
силы на решение ведущих общих проблем научно-техническо¬ 
го прогресса, как настоящего, так и будущего. В математике это 
находит отражение, в частности, в том, что ее развитие в 
нашей стране охватывает все основные математические дисцип¬ 
лины. 

До возникновения и укрепления капитализма математика 
обычно отставала от запросов практики или отвечала на них не¬ 
достаточно совершенным образом. Вспомним хотя бы правила 
умножения и деления, господствовавшие в древнем Египте в те¬ 
чение многих столетий в десятичной поразрядной системе счис¬ 
ления. При капитализме в передовых странах (Франция, Герма¬ 
ния и Англия) математика или шла вровень с требованиями 
практики, или нередко уходила вперед. При социализме и комму¬ 
низме развитие точных наук должно значительно опережать тре¬ 
бования практики, создавать широкую перспективу техническому 
развитию. 

Для наиболее успешного координирования и планирования 
развития науки и техники создан общесоюзный Государствен¬ 
ный комитет Совета Министров СССР по науке и технике. В Ака¬ 
демии наук СССР сосредоточено руководство фундаментальны¬ 
ми исследованиями. Академия наук СССР определяет и контро¬ 
лирует основные направления научных исследований, выпол¬ 
няемых в Академиях союзных республик, высших учебных 
заведениях и других научно-исследовательских учреждениях 
страны. 

В 1963 году был создан Центральный экономико-математи¬ 
ческий институт (ЦЭМИ) Академии наук СССР. Его основная 
задача — решение задач оптимального планирования народ¬ 
ного хозяйства СССР и управления экономикой страны. В этой 
связи ЦЭМИ должен способствовать внедрению в практику пла¬ 
нирования и управления хозяйством точных математических ме¬ 
тодов и современной вычислительной техники. В контакте с пла¬ 
ново-хозяйственными организациями, отраслевыми и республи¬ 
канскими экономическими научными учреждениями ЦЭМИ 
должен координировать соответствующие научные исследования 
в масштабе всей страны. 

Цель оптимальности планирования и управления — макси¬ 
мум результатов при минимуме затрат — должна 
стать целью всех звеньев народного хозяйства. При современном 
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состоянии точных наук, вычислительном техники и научной эко¬ 
номики эта цель достижима *. 

В связи со сказанным естественно возникает вопрос: сущест¬ 
вуют ли в современной математике объективные основания, по¬ 
зволяющие развивать ее содержание с значительным опережени¬ 
ем требований практики? Да, существуют! Это будет показано в 
параграфе, посвященном предмету математики. 

Другой характерной чертой научной работы советских ученых, 
в том числе и математиков, является комплексная разработка на¬ 
учных проблем, иначе говоря — такая исследовательская работа, 
участие в которой принимают не только математики, но и физи¬ 
ки, механики, инженеры и представители других специаль¬ 
ностей. Хороший пример такого рода научных исследований дает 
машинная математика, объединяющая математиков, физиков, 
инженеров и представителей других специальностей. Комплекс¬ 
ная разработка пришла на смену энциклопедизму ученых XVIII 
века и сугубой дифференциации исследований, получившей раз¬ 
витие в XIX веке. Объединив положительные стороны энцикло¬ 
педизма и дифференциации исследований, комплексная разра¬ 
ботка обеспечивает быстрое решение научных и технических 
проблем, высокое качество их выполнения. 

За последние годы планирование и комплексная разработка 
научно-технических проблем вышли за границы отдельных стран 
социалистического лагеря. В связи с быстрым развитием новых 
научных дисциплин (в том числе и математических) возникла не¬ 
обходимость координировать наиболее важные научные исследо¬ 
вания в рамках Совета Экономической Взаимопомощи, на базе 
единого перспективного плана развития науки и техники. С этим, 
естественно, связывается распределение труда и специализация 
научных работ в странах социалистического лагеря 1 2 . 

Осуществляя благородную задачу служения строительству 
коммунизма в нашей стране, многие советские математики в 
планировании работы, в исследованиях и в преподавании созна¬ 
тельно руководствуются марксизмом-ленинизмом. В этой связи 
представляются интересными высказывания С. А. Соболева и 
А. Д. Александрова о роли марксизма-ленинизма в научных, в 
частности математических, исследованиях. 

«Ни у кого из нас, советских ученых второй половины XX ве¬ 
ка,— пишет С. А. Соболев, — несостоятельность эмпириокрити¬ 
цизма и других философских идеалистических и полуидеалисти- 
ческих направлений не вызывает сомнения. Все мы твердо увере¬ 
ны в объективном существовании реальных вещей. Мы не являем- 


1 См: «Вестник Академии наук СССР», 1964, № 10 («О работе Централь¬ 
ного экономико-математического института») 

2 См в этой связи - В. А К о в д а Советская наука и международное на¬ 
учное сотрудничество «Вестник Академии наук СССР», 1967, № 10. 
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ся уже и просто «стихийными метериалистами». Мы воспитаны 
на ленинских идеях, изучаемых нами с вузовской скамьи. Будучи 
свидетелями огромных революционных изменений в науке, мы 
стали материалистами-диалектиками, пришедшими к этому ми¬ 
ровоззрению как в результате полученного философского образо¬ 
вания, так и в результате своих собственных научных наблюде¬ 
ний, каждый своим особым научным путем» 1 . 

Учитывая роль широких, обобщающих научных концепций в 
развитии современной науки и техники, А. Д. Александров пи¬ 
сал: «...общая диалектика и конкретные науки — это две необхо¬ 
димые стороны диалектического единства, которое только и ве¬ 
дет к истинному обобщающему знанию»; «...разработка общих 
проблем всякой науки подразумевает сочетание философского 
диалектического мышления с владением конкретным материа¬ 
лом» 2 

А. Д. Александров подчеркивает, что великие корифеи нау- 
уки — Н. И. Лобачевский, Л. Больцман, Ч. Дарвин и другие — 
всегда восходили от «частных наук» к обобщениям философского 
характера. Следует подчеркнуть, что их выдающиеся достижения 
в развитии конкретного научного знания в большей мере зависе¬ 
ли от развитых ими философских обобщений. 

Все это, вместе взятое, позволило советским математикам 
развернуть интенсивную исследовательскую работу, результатом 
которой явились чрезвычайно общие и действенные математичес¬ 
кие теории, способные удовлетворять как потребности роста са¬ 
мой математики, так и потребности развития ведущих разделов 
техники, физики, механики и других наук. 

Дореволюционная Россия дала миру немало гениальных и та¬ 
лантливых математиков. В России во всем величин развернулся 
титанический гений Л. Эйлера. Н.И. Лобачевскому наука обяза¬ 
на открытием гиперболической геометрии, оказавшим революци¬ 
онизирующее влияние на последующее развитие математики и 
теоретической физики. П. Л. Чебышеву принадлежит открытие 
первой оценки плотности распределения простых чисел, осново¬ 
полагающие исследования вопросов изображения функций мно¬ 
гочленами, выдающиеся открытия в теории вероятностей. Работы 
М. В. Остроградского, В. Я. Буняковского, С. В. Ковалевской, 
Е. И. Золотарева, Г. Ф. Вороного, А. А. Маркова, А. М. Ляпуно¬ 
ва, В. С. Стеклова и других вошли в сокровищницу мировой ма¬ 
тематики. В целом, однако, математика дореволюционной Рос- 
сип не занимала ведущего места в мировой математике. Более 
того, за исключением Петербургской математической школы Че¬ 
бышева, в XIX веке в России не было ситематически работающих 


1 С. А Соболев Ленин и естествознание. «Вопросы философии», 1960. 
№ 7, стр. 15. 

2 А. Д. Александров. Диалектика и наука. «Вестник Академии наук 
СССР», 1957, № 6, стр. 6. 
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научно-математических школ. Впрочем, математика в этом отно¬ 
шении не составляла исключения; в XIX веке в России ее участь 
разделяли и другие отрасли знания 1 . 

С первых дней Великой Октябрьской социалистической рево¬ 
люции начинается рост советской математики. Этот рост стано¬ 
вится особенно интенсивным в годы пятилеток, как до, так 
и после войны. В настоящее время исследования наших мате¬ 
матиков охватывают всю область математических дисциплин. 
В ряде областей получены исключительной важности результа¬ 
ты и найдены методы, играющие ведущую роль в мировой мате¬ 
матике 2 * 4 . Для примера достаточно сослаться на работы наших 
математиков в области теории функций действительного и комп¬ 
лексного переменного, топологии, теории вероятностей, теории 
чисел. Выдающиеся результаты получены также в функциональ¬ 
ном анализе, теории дифференциальных уравнений, алгебре 
и т. д. 

Отметим интенсивное развитие работ по уравнениям в част¬ 
ных производных и по теории функций комплексного переменно¬ 
го. Эти исследования дали действенные методы решения разно¬ 
образных задач сейсмологии, динамики, теории упругости, аэро- 
и гидродинамики, электротехники и тем самым послужили реше¬ 
нию важных технических проблем социалистического строитель¬ 
ства. Известно также, что ряд работ советских математиков по 
теории вероятностей и математической статистике возник в связи 
с важными приложениями этих дисциплин к естествознанию и во¬ 
просам народного хозяйства. Задачи, относящиеся к внутриатом¬ 
ному строению материи, дали богатый материал для функцио¬ 
нального анализа. В свою очередь методы функционального ана¬ 
лиза нашли применение в теории уравнений с частными производ¬ 
ными и в других разделах математики. 

В настоящее время в нашей стране интенсивно развиваются 
математическая логика, теория алгоритмов, теория информации, 
теория автоматов и другие дисциплины. 

В СССР получила развитие разработка методов прибли¬ 
женных вычислений. Сконструированы и используются быст¬ 
родействующие электронные цифровые машины, решающие 
сложные математические задачи. Однако в этой области перед 
нашими математиками и инженерами непочатый край работы. 
Надо создать новые, еще более совершенные математические ма¬ 
шины, позволяющие автоматизировать разнообразные вычисли- 


1 См.: С. Вавилов. Тридцать лет советской науки. «Вестник Академии 
наук СССР», 1947, № И, стр. 3. 

2 См.: «Математика в ('ССР за тридцать лет». М.—Л., Гостехиздат, 1948; 
«Математика в СССР за сорок лет», т. I, II. М., Физматгиз, 1959. Н. Н. Бо¬ 
голюбов и С. Н. М е р г е л я и. Современная математика, в кн.: «Октябрь 

и научный прогресс», кн. 1, изд-во АПН, М., 1967. Готовится к печати сборник 
«Математика в СССР за пятьдесят лет». 


4 в. Н. Молодший 
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тельные работы и производственные процессы. Особое значение 
приобрели приборы и машины, способные определять выгод¬ 
нейший режим производственных процессов и поддерживать его, 
а также устанавливать и контролировать задания по качеству 
продукции. 

Выдающиеся достижения советских математиков способство¬ 
вали поднятию международного авторитета нашей математики, 
укрепили ее международные связи. Характерны следующие фак¬ 
ты. На третьем (1956) и четвертом (1961) математических съез¬ 
дах СССР принимали участие многие иностранные ученые. Особо 
показателен Международный конгресс математиков, работав¬ 
ший впервые в Москве с 16/ѴІІІ по 26/ѴІІІ 1966 года. В работе 15 
секций Конгресса участвовали около шести тысяч ученых из 
СССР, стран социалистического лагеря, США, Англии, Франции, 
ФРГ, стран Азии, Африки, Латинской Америки и Австралии. Из 
общего числа обзорных часовых докладов десять сделали ино¬ 
странные ученые, пять — ученые СССР. Получасовые обзорные 
доклады прочли сорок два иностранных и двадцать пять совет¬ 
ских ученых. 

Надо иметь в виду, что достижения советских ученых в мате¬ 
матике, механике, физике, химии и биологии только начало 
ускоряющегося развития этих наук, без которого построить ком¬ 
мунистическое общество невозможно. «Прогресс науки и тех¬ 
ники в условиях социалистической системы хозяйства, — подчер¬ 
кивается в Программе КПСС, — позволяет наиболее эффективно 
использовать богатства и силы природы в интересах народа, от¬ 
крывать новые виды энергии и создавать новые материалы, раз¬ 
рабатывать методы воздействия на климатические условия, 
овладевать космическим пространством. Применение науки ста¬ 
новится решающим фактором могучего роста производительных 
сил общества». 

В старом введении к «Диалектике природы» Энгельс писал, 
что с переходом к сознательной организации общественного про¬ 
изводства, т. е. с переходом к строительству социализма, а потом 
и коммунизма, все отрасли человеческой деятельности, включая 
естествознание, сделают невиданные успехи по сравнению с тем, 
что было сделано раньше. Развитие науки и техники в СССР и 
других социалистических странах подтверждает прогноз Энгель¬ 
са. Коммунистическое строительство на базе интенсивного раз¬ 
вития производительных сил является решающим фактором раз¬ 
вития математики и других наук. Коммунистическое строительст¬ 
во способствует развитию наук о природе еще и тем, что устраняет 
препятствия, выдвигаемые любым антагонистическим обществом 
на пути объективных научных исследований, всемерно способст¬ 
вует последним (развивает научную идеологию, способствующую 
научным исследованиям). 
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5. Предмет математики 


Различные науки, в том числе и математика, имеют задачей 
открывать и описывать явления и управляющие этими явления¬ 
ми законы природы, общества и человеческого мышления для ис¬ 
пользования полученных научных знаний в различных сферах 
практической деятельности. Науки отличаются друг от друга по 
предмету исследований в первую очередь тем, что каждая из 
них изучает одну из сторон действительного мира, одну или не¬ 
сколько тесно связанных и переходящих друг в друга форм 
движения объективной реальности. Это известно дав¬ 
но. В конспекте «Метафизики» Аристотеля В. И. Ленин писал, 
что для последнего «математика и другие науки абстрагируют 
одну из сторон тела, явления, жизни» *. 

В настоящее время науки разделяются на три основные 
группы: 

1. Естественные науки, изучающие предметы, явления и зако¬ 
номерности природы. Среди них различают: механику, астроно¬ 
мию, физику, химию, палеонтологию, биологию и другие науки 1 2 . 

2. Исторические и экономические науки, изучающие явления 
общественной жизни. Таковы историческая наука, политическая 
экономия и др. 

3. Науки о познании : философия, логика, психология и др. 3 . 

Раньше ученые и философы нередко считали математику 

естественнонаучной дисциплиной. Теперь обычно говорят, 
что математика является самостоятельной на¬ 
укой, по степени общности расположенной 
между философией и естествознанием. 

До последних десятилетий математика применялась с успе¬ 
хом только в некоторых областях естествознания. Теперь ее ме¬ 
тоды проникли почти во все отрасли знания, техники и экономи¬ 
ки. Это и послужило причиной изменения взглядов на ее мес¬ 
то в системе наук. 

В наше время получили развитие и играют все возрастающую 
роль смежные науки, относящиеся к предметам изучения и ис¬ 
пользующие методы исследований различных основных областей 
знания. В середине прошлого века естествознание объединя¬ 
ло отчетливо обособленные науки; теперь характерной его 


1 В. И Ленин. Конспект книги Аристотеля «Метафизика». Поли. собр. 
соч., т 29, стр 330, Аристотель. Метафизика. М—Л., Соцэкгиз, 1934, 
стр. 185, 212. 

2 Очень часто математику и некоторые разделы естествознания (механику, 
физику и др.) называют точными науками. Как будет видно из дальнейшего, 
такое наименование не означает, будто естествознание распадается на две 
группы противоположных наук: «точных» и «неточных», «рациональных» и 
«эмпирических» и т. п. Оно отмечает лишь различную степень точности их ут¬ 
верждений и особенности их методов. 

* О взаимосвязи этих наук с математикой мы будем говорить далее. 


4* 
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особенностью является их тесное переплетение и взаимопрони¬ 
кновение. 

В настоящее время разработка полной классификации наук 
сопряжена с большими трудностями *. 

Здесь мы рассмотрим подробнее, какую сторону действитель¬ 
ного мира изучает математика. 

Все предметы и явления природы воплощают единство ка¬ 
чественной и количественной определенностей. Они отличаются 
друг от друга качественно своими специфическими свойствами и 
законами развития. Когда вещь теряет свое качество, она пере¬ 
стает быть тем, чем была ранее 1 2 . Благодаря этому качественная 
характеристика вещи, как правило, содержит указание на род 
вещей, к которому она принадлежит: Земля есть планета, груша 
есть дерево. 

Наоборот, количественные отношения, равно как и прост¬ 
ранственные формы, в известных, для каждого случая особых, 
границах безразличны к их качественному содержанию, к роду 
вещей, к которому они принадлежат 3 . Дом остается домом неза¬ 
висимо от того, будут ли его размеры несколько больше или 
меньше. Половина пашни остается пашней и не станет лугом 
или лесом, так как такое изменение означало бы изменение ее 
качества. Естественно, что когда дают количественную характе¬ 
ристику вещей и явлений и^іи описывают их пространственные 
формы, этого недостаточно для указания рода вещей или явле¬ 
ний, к которым они принадлежат. 

Различные отрасли естествознания описывают предметы, яв¬ 
ления и закономерности природы, учитывая их качественные осо¬ 
бенности. Химия описывает состав, строение и превращение ве¬ 
ществ, из которых состоят тела реального мира. Биология име¬ 
ет своим предметом формы и законы развития живых существ 
{с учетом условий их существования). 

В противоположность названным и им подобным научным 
дисциплинам, математика не изучает качественную определен¬ 
ность предметов и явлений природы, не анализирует отдельные 
формы движения материи. «Чистая математика, — указывал Эн- 
іельс, — имеет своим объектом пространственные формы и коли¬ 
чественные отношения действительного мира» 4 . 


1 См Б М. Кедров. Классификация наук, кн. 1. М, 1961; Б. М Кед¬ 
ров Формальные и диалектические принципы классификации наук и общая 
структура научного знания; сб. «Диалектика и логика. Формы мышления». М, 
Изд-во АН СССР, 1962, Б. М Кедров и А Г. С п и р к и и Наука Фило¬ 
софская энциклопедия, т. 3. М, 1964. 

2 См • Г. В Ф. Гегел ь. Энциклопедия философских паук, ч. 1 Сочинения, 
т.І М—Л , Соцэкгиз, 1929, стр. 157. 

3 Каковы границы этого безразличия, какое это имеет значение для при¬ 
ложений математики, об этом речь будет идти дальше, в следующем параг¬ 
рафе этой главы. 

4 Ф. Э н г е л ь с. Анти-Дюринг В кн ; К. М а р к с и Ф. Э н г е л ь с, Сочи¬ 
нения, т. 20, стр. 37. 
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Среди основных понятий математики понятия о натуральном 
(количественном и порядковом) числе, величине и геометричес¬ 
кой фигуре занимают первое место с исторической и, как мы уви¬ 
дим далее, логической точек зрения Естественно поэтому обра¬ 
титься сначала к этим понятиям и выяснить, какие отношения и 
формы действительности находят в них свое отражение 

Каждый человек знает, что в числе пяти предметов могут 
быть пять спичек, пять стульев или две книги и три тетради 
и т д Предметы, составляющие названные множества, качест¬ 
венно различны, однако их количественная характеристика — 
«пять» — одна и та же Следовательно, понятие «пять» выражает 
что-то общее у всех названных и им подобных множеств пред 
метов Это общее состоит в том, что между предметами двух та¬ 
ких множеств можно установить взаимно однозначное соответст¬ 
вие 1 Например, множества букв в словах «Борис» и «Павел» 
могут быть поставлены во взаимно-однозначное соответствие 
следующим образом 

БОРИС 

ПАВЕЛ 

Пополнение одного из рассматриваемых множеств новыми 
предметами или изъятие у одного из них каких-либо предметов 
такое соответствие нарушает Таким образом, понятие о числе 
«пять», равно как и понятие каждого количественного натураль¬ 
ного числа, есть количественная характеристика некоторого 
класса равномощных между собой конечных множеств 2 

Количественное число отражает лишь «внешние», безразлич¬ 
ные к качественному составу множеств отношения принадлежно¬ 
сти к некоторому классу равномощных множеств 

Если при счете объектов любого множества последние оста¬ 
ются неизменными (не уничтожаются, не склеиваются, не раска¬ 
лываются ит п ), то количественная характеристика множества, 
выражаемая словом «пять» или «семь» ит д, совершенно 
точна, как совершенно точно и то, что группа из пяти предме 
тов, будучи присоединена к группе из семи предметов, дает груп¬ 
пу, состоящую из двенадцати предметов Как подчеркивал Эн¬ 
гельс, положительная достоверность арифметических действий 
допускает материальную проверку при помощи счетных машин 
Подтверждают это и современные счетные машины 

Наряду с понятием количественного натурального числа 
практика постоянно требует применения понятия порядково- 


1 Если элементы двух множеств могут быть поставлены во взаимно одно 
значное соответствие, то множества называются эквивалентными, или рав 
номощиыми 

2 Дедекннд ввел следующие определения множество бесконечно, если оно 
эквивалентно какой либо своей правильной части, и множество конечно, если 
оно не эквивалентно никакой своей правильной части 
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го натурального числа. В действительном мире мы часто встре¬ 
чаемся с множествами вещей, о которых математики говорят, 
что они «линейно упорядочены» так, как упорядочено множество 
количественных натуральных чисел. Если мы хотим отсчитать по¬ 
саженные вдоль дороги деревья, то начинаем отсчет с начала 
дороги, называем деревья первым, вторым и т. д.; точно так же 
пересчитывают и другие подобным же образом устроенные мно¬ 
жества предметов. Следовательно, когда мы применяем понятие 
порядкового натурального числа, нам безразлично, о каких пред¬ 
метах мы говорим; важно только, чтобы множество предметов 
было линейно упорядочено, и притом так, как упорядочено (по 
величине) множество количественных натуральных чисел. Во 
всех случаях порядковое число выступает здесь как характерис¬ 
тика места в таком линейно упорядоченном множестве. 

Сказанное выше о точности понятий и утверждений арифме¬ 
тики количественных натуральных чисел без всяких изменений 
можно отнести к понятиям и утверждениям арифметики поряд¬ 
ковых натуральных чисел. 

Как количественные, так и порядковые натуральные числа 
являются количественными характеристиками дискретных ве¬ 
личин — множеств, собраний обособленных друг от друга объ¬ 
ектов. 

Длина, площадь, объем, количество теплоты — все это непре¬ 
рывные величины, с которыми постоянно приходится иметь дело 
в разнообразных областях знания и жизни. Изучение непрерыв¬ 
ных величин связано с их измерением. Математическим аппара¬ 
том измерения являются рациональные и действительные числа. 
В целом можно сказать, что арифметика вещественных чисел 
представляет собой абстрактный образ всевозможных значений 
непрерывно изменяющейся величины. 

В обыденном истолковании и применении понятие величины 
(теперь говорят — понятие скалярной величины) выступает в 
математике как то, что может быть больше, равно или меньше. 
Таким образом, и понятие скалярной величины является «чис¬ 
тейшим количественным определением» К 

Процесс постепенного образования (за счет присоединения 
одного объекта) конечных множеств привел к понятию ряда 
натуральных чисел, рассматриваемому как некоторое 
единое целое, а вместе с ним и к понятию бесконечности (как 
теперь говорят — актуальной бесконечности). Неограниченная 
делимость непрерывных величин дает основание понятию другой 
формы бесконечности — потенциальной. 

1 См. в этой связи: С. О. Ш а т у н о в с к и й. О постулатах, лежащих в ос¬ 
новании понятия о величине. Одесса, 1910. Автор выделяет восемь аксиом 
скалярного расположения и доказывает их взаимную независимость. Он на¬ 
зывает скалярной группой величин любое множество объектов, если для них 
справедливы выделенные им аксиомы; А. Н. Колмогоров. Величина. БСЭ, 
изд. 2, т. 7. 
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Что касается пространственных форм, то их безразличие к ка¬ 
чественному содержанию вещей еше более очевидно Куску же¬ 
леза можно придать (приближенную) форму шара или куба, 
шар можно сделать из дерева, глины, хрусталя и т п. Еще Арис¬ 
тотель указывал, что медь, камень и т п не имеют никакого от¬ 
ношения к сущности круга, «сделанного» из меди или камня, так 
как круг «отделим» от них *. 

Каждая геометрическая фигура, например куб, является в 
принципе отражением бесчисленного множества реальных кубов. 
Геометрический куб — идеализированный образ, абстракция то¬ 
го общего в реальных кубах, среди которых имеются кубы все 
более и более правильной формы 

Таким образом, понятия натурального числа, величины и гео¬ 
метрической фигуры в принципе имеют бесчисленное множество 
реальных прообразов с различным материальным содержанием 
Этим свойством храктеризуются и другие, более сложные мате¬ 
матические понятия Например, количественная характеристика 
вещей может меняться в зависимости от изменения различных 
обстоятельств, которые в свою очередь могут быть охарактери¬ 
зованы чисто количественным путем. Простейший тому пример — 
изменение пройденного телом пути в зависимости от времени 
При этом оказывается, что характер изменения одной величины 
от другой может быть одним и тем же у весьма различных явле¬ 
ний природы. В случае равномерного движения путь прямо про¬ 
порционален времени; если производительность труда и число 
рабочих постоянны, количество вырабатываемой заводом про¬ 
дукции также прямо пропорционально времени Все это является 
объективной основой понятия функциональной зависимости. Ес¬ 
тественно, что в общем определении функции выдвигают на пер¬ 
вый план идею соответствия элементов двух множеств, природа 
же элементов и закон их связи оставляются без внимания Точно 
так же понятие производной — отражение скорости различных 
процессов, понятия определенного интеграла может дать выра¬ 
жение площади, объема, работы, силы и т. п. 

Понятия функции, производной, интеграла и др возникли в 
связи с изучением количественной стороны закономерностей, 
управляющих детерминированными явлениями, т. е такими, ко¬ 
торые при наличии определенных условий обязательно имеют 
место В XVII веке внимание математиков привлекли также за¬ 
кономерности, которым подчиняются случайные явления 

Явление называется случайным, если при соблюдении неко¬ 
торых определенных условий оно может произойти, но может и 
не произойти. Например, при бросании игральной кости (одним 
и тем же игроком, при одних и тех же условиях) выпадения гра¬ 
ни с шестью очками может быть, но может и не быть. 


1 Аристотель Метафизика М—Л, Соцэкгиз, 1934, стр 129 





Выяснилось, что для развития науки, техники и экономики 
важны также количественные характеристики закономерностей, 
управляющих массовыми явлениями, из коих каждое, в принци¬ 
пе, случайно. Такие явления имеют место во множествах с боль¬ 
шим числом «равноправных» (по их действию) объектов и опре¬ 
деляются в основном их массовостью (поведение каждого из них 
в отдельности играет второстепенную роль). Течения каждого 
такого массового явления регулируются своеобразными закона¬ 
ми, в конечном счете обусловленными совокупным действием 
всех или почти всех объектов, участвующих в этом явлении. С та¬ 
кого рода закономерностями физики встретились впервые в мо¬ 
лекулярной теории. 

В наше время ученые изучают закономерность массовых слу¬ 
чайных явлений при разработке проблем механики сплошных 
сред, химической кинематики, при исследовании возникновения 
ударных волн в газах, вихреобразования и т. п. 

«Важной методологической проблемой современной науки,— 
подчеркивает С. Л. Соболев, — вокруг которой идет ожесточен¬ 
ная борьба материализма и идеализма, является проблема спе¬ 
цифики законов, управляющих большими коллективами» ! . 

Наука, изучающая закономерности массовых случайных явле¬ 
ний, называется теорией вероятностей. Ее основным понятием 
является понятие вероятности — количественная характеристи¬ 
ка того, что при осуществлении определенных условий может 
произойти событие (возможное или невозможное при некотором 
массовом процессе) 1 2 . 

Теория вероятностей является методологической основой ма¬ 
тематической статистики, имеющей своим предметом разработку 
методов объективной оценки результатов испытаний и надежных 
выводов из собранных статистических данных. По существу, 
математическая статистика предназначена для изучения измен¬ 
чивых явлений. 

Знание отдельно рассматриваемых пространственных форм и 
количественных характеристик объектов и явлений природы не 
может удовлетворить даже простейших требований, какие предъ¬ 
являют к математике развивающиеся условия материальной 
жизни людей. Например, много столетий назад примитивная 
практика обмена потребовала от людей умения сравнивать по 
количеству различные группы вещей, соединять несколько групп 
в одну группу и т. п., т. е. делать то, что теперь в абстрактной 
форме мы выражаем словами: «больше», «меньше», «равно»; 


1 С. Л. Соболев. В. И. Ленин и естествознание. «Вопросы философии», 
1960, .49 7, стр. 17; А. Я. Хіинчин. Метод произвольных функций и борьба 
против идеализма в теории вероятностей. Сб. «Философские вопросы сов¬ 
ременной физики». М., Изд-во АН СССР, 1952, стр. 522—538; М. Планк Ди¬ 
намическая и статистическая закономерность. Физические очерки. М., 1925 

2 См.: А. М. Я г л о м Вероятность. Философская энциклопедия, т I М., 
1960, стр 244—247. 
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«сложить», «вычесть», «умножить», «разделить». Точно так же 
многовековая практика измерения участков земли, вместимости 
тел, строительства зданий и ирригационных сооружений и т п 
научили людей тому, что знание свойств геометрических фигур 
можно использовать наилучшим образом лишь тогда, когда по¬ 
следние изучены в их взаимных связях. Люди могли вычислять 
площади прямоугольных участков, когда установили, что пло¬ 
щадь прямоугольника численно равна произведению основания на 
высоту. Фалес сумел измерить расстояние до находящегося в мо¬ 
ре корабля, так как, по-видимому, знал, что в прямоугольном 
треугольнике катеты равны, если его острые углы равны Изу¬ 
чение свойств геометрических фигур, в их взаимных связях, за¬ 
ставляло людей идти все далее по пути уяснения основных общих 
свойств геометрических фигур. 

Чем шире и разнообразнее становилась практическая дея¬ 
тельность людей, а ее требования к математике — сложнее, гем 
более принудительным становился путь изучения количествен¬ 
ных отношений и пространственных форм реального мира в и х 
взаимных связях, на базе уяснения их основных 
свойств, т е. путь теоретического развития 
математики. 

В процессе развития математики все более отчетливо высту¬ 
пал тот факт, что не только ее отдельно взятые понятия о чис¬ 
ле, величине, геометрической фигуре и т. п. безразличны к ка¬ 
чественному содержанию предметов и явлений природы, но что 
это безразличие присуще и утверждениям математики, в кото¬ 
рых отражены свойства количественных отношений и геометри¬ 
ческих фигур в их взаимных связях. Например, если люди 
определяли число стрел в колчане или, скажем, число лошадей в 
каком-то табуне, результат счета совершенно не зависел от 
природы подсчитываемых предметов. В этих и им подобных 
случаях он определялся количественными числами, полученны¬ 
ми при первом и втором подсчетах, причем всегда а + Ь оказы¬ 
валось равным Ь + а. Свойства реальных треугольников, окруж¬ 
ностей, правила измерения расстояний, площадей и объемов тел 
также оказывались безразличными к их качественному содер¬ 
жанию (если, конечно, эти тела изменялись настолько мало, что 
практически можно было считать их неизменными) 

Изучение натуральных и других видов чисел и геометриче¬ 
ских форм в их взаимных связях позволило устанавливать свой¬ 
ства чисел, величин и геометрических фигур. Уже в школе Пи¬ 
фагора изучались специфические свойства четных и нечетных, 
простых и составных, совершенных, пифагоровых и других на¬ 
туральных чисел В дальнейшем изучаются свойства положи¬ 
тельных и отрицательных, рациональных, алгебраических и 
трансцендентных действительных чисел и т. п. В евклидовой 
геометрии (а потом и в неевклидовых геометриях) устанавлива- 
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ются специфические свойства треугольников, четырехугольни¬ 
ков, окружности, куба, конуса и других геометрических фигур* 
проводится классификация их видов и т. п. 

Результаты таких, продолжающихся и в наше время, иссле¬ 
дований показали, что количественные отношения и пространст¬ 
венные формы реального мира и отражающие их понятия числа, 
величины, геометрической фигуры, функции и т. п. сами облада¬ 
ют только им присущими качественными особенностями. Это, 
конечно, качество — не в его обычном, так сказать, материаль¬ 
ном, истолковании (цвет, непроницаемость и т. п.), это качест¬ 
во самого количества. «Число, — писал Энгельс, — есть 
чистейшее количественное определение, какое мы только знаем. 
Но оно полно качественных различий» *. Последние обнаружи¬ 
вают себя при рассмотрении чисел в их взаимных связях — при 
сравнении, сложении, вычитании, умножении, делении, возведе¬ 
нии в степень и извлечении корня. Так обнаруживаются числа 
четные и нечетные, простые и сложные, в соответствии с чем 
устанавливаются признаки делимости и т. п. «Отдельное чи¬ 
сло,— писал Энгельс, — получает некоторое качество уже в чи¬ 
словой системе и сообразно тому, какова эта система» 1 2 . 

Сказанное об арифметике натуральных чисел верно и в отно¬ 
шении алгебры, геометрии, тригонометрии, аналитической геомет¬ 
рии, математического анализа и других математических дисцип¬ 
лин. Каждая из них изучает объекты своих исследований в их 
взаимосвязях, в связи с анализом и выделением их основных 
свойств. Практика заставила ученых пойти по этому пути еще 
дальше. Для развития математики и для расширения области ее 
приложений оказалось необходимым изучать объекты и ме¬ 
тоды различных математических дисциплин в их взаимосвя¬ 
зях и опосредствованиях. 

В глубокой древности — в Египте, Вавилоне, Китае, Ин¬ 
дии — люди решали геометрические задачи при помощи пра¬ 
вил арифметики. Свойства треугольника изучались не сами по 
себе, а в сопоставлении со свойствами круга. Благодаря этому 
удалось установить основные соотношения между сторонами и 
углами (тригонометрическими функциями углов) треугольника 
и тем самым заложить фундамент тригонометрии. Энгельс на¬ 
звал этот факт хорошим примером диалектики, рассматриваю¬ 
щей вещи не в их изолированности, а в их взаимной связи 3 . 

Математики древней Греции — Евдокс, Евклид, Архимед, 
Аполлоний и другие — провели глубокие исследования свойств 
конических сечений (эллипса, параболы и гиперболы). Но они 
изучали конические сечения сами по себе и доказывали истин- 


1 Ф. Энгельс. Диалектика природы. В кн.: К. Маркс и Ф. Эн¬ 
гельс. Сочинения, т. 20, стр. 573. 

2 Т а м же, стр. 574. 

* См.: там же, стр. 580. 
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ность относящихся к ним утверждений чисто геометрическими 
методами, обоснование которых содержится в «Началах» Евкли¬ 
да Если иметь в виду возможности, какие открывались в изу¬ 
чении конических сечений при применении одних только геомет¬ 
рических методов Евдокса — Евклида, то надо признать, что 
древнегреческие ученые использовали эти возможности с гени¬ 
альным мастерством. До XVII века математическая мысль не 
смогла стать выше уровня достижений древних греков в учении 
о конических сечениях. И это несмотря на наличие задач, кото¬ 
рые с давних времен не удавалось решить средствами геометри¬ 
ческой теории конических сечений 1 

В противоположность древним, Декарт (и Ферма) стал изу¬ 
чать свойства конических сечений и других геометрических форм 
методами алгебры, возможность такого хода исследований обес¬ 
печивал развитый им метод координат. Декарт разработал 
аналитический метод изучения геометрических форм, решил за¬ 
дачи, которые раньше никто не мог решить, значительно рас¬ 
ширил рамки исследований древних и создал необходимые пред¬ 
посылки для развития дифференциального и интегрального 
исчисления Аналитическая геометрия Декарта оказалась су¬ 
щественно необходимой для развития астрономии и механики. 

Не менее существенно обратное воздействие геометрии на 
развитие различных разделов анализа. Общая теория пропор¬ 
ций и метод исчерпывания были разработаны Евдоксом и Ар¬ 
химедом для решения основных вопросов геометрии. Но эти ме¬ 
тоды в дальнейшем способствовали развитию учения о действи¬ 
тельных числах и теории пределов. Попытки ученых XVI—XVII 
веков разработать способ проведения касательных к кривым, а 
также задачи на вычисление площадей и объемов фигур, на 
максимум и минимум, вместе с проблемами механики и оптики, 
Привели в конце XVII века к открытию дифференциального и 
интегрального исчисления (Лейбниц, Ньютон) 2 

Б. Риман успешно решал проблемы теории функций ком¬ 
плексного переменного, изучая и иллюстрируя свойства этих 
функций на поверхностях, которые теперь называют римановы- 
ми поверхностями 3 . 

Таким образом, успехи математики обусловлены 
тем, что она изучает количественные отношения 
и пространственные формы в их взаимосвязях, 


1 Здесь в первую очередь имеется в виду так называемый вопрос Паппа 
(Папп — александрийский ученый III века и э), которым, по его свидетель¬ 
ству, занимались Евклид и Аполлонии, но общего ответа на него дать не 
смогли См по этому вопросу Декарт Геометрия, кн 1 М—Л, 1938 

2 См, напр, Г Г Цейтен История математики в XVI и XVII веках 
М —Л , Гостехиздат, 1933 

3 См Б Риман Сочинения М—Л, Гостехиздат, 1948 
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на базе изучения их качественных особенностей 
и основных свойств 

На этом пути математика прошла четыре основных этапа '. 

С начала своего возникновения в течение многих тысячеле¬ 
тий математика не была систематизированным знанием; она 
была собранием отдельных фактов, установленных эмпирически 
в земледелии, при строительстве сооружений, во время наблю¬ 
дений за движением звезд и планет на небесном своде и т. п На- 


п п 

пример, вавилоняне умели определять суммы рядов 2 2 ^ 1 2 - 

к= 1 к— 1 

Сумма второго ряда была найдена ими, по-видимому, при под¬ 
счетах квадратных кирпичей, сложенных в виде ступенчатой пи¬ 
рамиды. В это время люди в лучшем случае поднимались до 
осознания некоторых связей, присущих тем или иным количест¬ 
венным отношениям и пространственным формам действитель¬ 
ного мира. Например, примерно за 2000 лет до нашей эры ва¬ 
вилоняне знали «теорему Пифагора» и применяли ее при реше¬ 
нии некоторых задач. Вавилоняне знали, что вписанный в окруж¬ 
ность и опирающийся на диаметр угол содержит 90°. Учитывая 
этот факт и используя «теорему Пифагора», они умели решать 
задачу: зная длину окружности и длину «стрелки» СД найти 
длину хорды АВ (рис. 2.). Однако сомнительно, чтобы они мо¬ 
гли эти и им подобные теоремы доказать, обеспечивая их истин¬ 
ность логическим сведением к истинности 
каких-то исходных посылок 2 . 

До VI—V веков до н. э. люди накап¬ 
ливали сведения о простейших количест¬ 
венных соотношениях и пространствен¬ 
ных формах и о некоторых их взаимных 
связях. Было бы, однако, неправильным 
трактовать начальный период развития 
математики только как грубо эмпириче¬ 
ский, мало сделавший для ее последую¬ 
щего роста как научной системы. В ран¬ 
них классовых обществах (Египет, Вави¬ 
лон, Китай, Индия) начинает оформ¬ 
ляться и использоваться в житейской практике то, что теперь на¬ 
зывают алгоритмом 3 . Так, в египетских папирусах формулируют¬ 
ся правила решения массовых задан (т. е. правила решения задач 
из класса однотипных задач). В это же время начинает оформ- 



Рис 2 


1 Поскольку материальные источники развития математики были установ¬ 
лены раньше, здесь мы останавливаемся только на развитии предмета исследо¬ 
ваний математики 

2 Сказанное можно повторить о начальном периоде развития математики 
в других странах, например в Китае и Индии 

3 О понятии алгоритма см ниже, гл II 
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ляться и понятие о точности расчетов и измерений К В классовых 
обществах появились налоги, и в этой связи возникла необходи¬ 
мость в достаточно точном измерении площадей посевов и в не 
менее точном учете урожая. В этом были заинтересованы как 
получающие налог, так и налогоплательщики. Развитию поня¬ 
тия точности расчетов и измерений способствовали также зада¬ 
чи, возникшие в связи с правом наследования, делением собст¬ 
венности, взиманием процентов и т. п. 

Математика как систематизированное знание, как наука по¬ 
лучила развитие впервые, по-видимому, в древней Греции при¬ 
мерно в VI—V веках до нашего летосчисления. Ее объектом 
были числа (у древних греков только положительные целые и 
дробные, в Индии, кроме них, отрицательные и иррациональ¬ 
ные), непрерывные величины (длины, площади, объемы, вре¬ 
мя) и элементарные геометрические фигуры, изучаемые в обыч¬ 
ной трехмерной геометрии Евклида. Древние греки развили си¬ 
стему геометрии, бессмертное выражение которой дал Евклид в 
своих «Началах». На базе геометрии они строили учение о чис¬ 
ле, элементарную алгебру и тригонометрию. Эти науки разви¬ 
вались также в Китае, Индии, в странах ислама, Закавказье, 
а затем и в Западной Европе. 

Народы Китая и Индии отклонились от пути развития мате¬ 
матики как системы, по которому шли древние греки: они стави¬ 
ли на первое место не геометрию, а вычислительную математику 
с ее алгоритмической культурой. Это дало много новых результа¬ 
тов в арифметике, алгебре и тригонометрии. Напомним только, 
что в этих странах развились: десятичная система счисления и 
десятичные дроби; положительные и отрицательные величины и 
иррациональные величины; способы извлечения корней и бином 
Ньютона; способы решения систем линейных уравнений и урав* 
нений высших степеней; понятия основных тригонометрических 
величин, некоторые их соотношения и достаточно точные табли¬ 
цы их значений; методы решения довольно сложных задач тео¬ 
рии чисел 1 2 . 

В IV—II веках до н. э. в древней Греции исследовались кони¬ 
ческие сечения и использовались инфинитезимальные приемы вы¬ 
числения площадей и объемов (метод исчерпывания, метод ин¬ 
тегральных сучм Архимеда). Впоследствии конические сечения 
изучали математики стран ислама. Но основной направленности 
математики как математики постоянных величин эти иссле¬ 
дования не нарушали (они связывались с изучением свойств не¬ 
изменяемых геометрических форм) и идею переменной величины 
явно не использовали. 


1 См.: Ф. П. Жирно в. Из истории методов приближенных вычислений. 
Научно-методический сборник, Курганский пединститут, 1962. 

2 См.: А. П.'Юшкевич. История математики в средние века. М., Физ- 
матгиз, 1961. 
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К началу XVII века заканчивается период развития математи¬ 
ки постоянных величин — элементарной математики, которую 
теперь изучают в школе. Арифметика, алгебра, геометрия и три¬ 
гонометрия к этому времени оформились как самостоятельные 
научные дисциплины. Не было только развитой системы буквен¬ 
ных обозначений, логарифмов и комплексных чисел. 

Следующий коренной сдвиг в развитии математики произо¬ 
шел в XVII веке. В это время в математике господствующее по¬ 
ложение заняли понятия переменной величины , функции и идея 
преобразования геометрических фигур. Эта революция подгото¬ 
влялась многовековым развитием математики постоянных вели¬ 
чин вплоть до XVII века, была вызвана к жизни материальными 
потребностями эпохи Возрождения и нашла наиболее отчетливое 
выражение сначала в аналитической геометрии Декарта (и Фер¬ 
ма), позже — в дифференциальном и интегральном исчислении 
Ньютона и Лейбница. 

В конце XVII и в XVIII веке существенную роль стали играть 
степенные ряды. Они дали математикам алгоритм решения 
задач на определение площадей фигур, длин кривых, центров тя¬ 
жести и т. п. С помощью степенных рядов Ньютон, а вслед за 
ним и другие математики решали обыкновенные дифференциаль¬ 
ные уравнения. Практика разложения функций в степенные ряды 
стимулировала создание метода неопределенных коэффициентов, 
метода обращения рядов и формулы бинома для любого пока¬ 
зателя. Использование степенных рядов стимулировало развитие 
теории приближений. 

Развитие аналитической геометрии, дифференциального и ин¬ 
тегрального исчисления и теории числовых и степенных рядов 
позволило математикам XVIII и первой половины XIX века по¬ 
строить грандиозное здание высшей математики, методы которой 
существенно помогли механике, физике, другим наукам и технике 
решить многие сложные проблемы и тем самым прямо или кос¬ 
венно способствовали развитию промышленности, торговли и 
других видов деятельности людей. Важнейшим приобретением 
на этом пути было развитие небесной механики, основанной на 
законах механики Ньютона. Методы небесной механики позво¬ 
лили описывать с большой точностью движения небесных тел, 
благодаря чему стали возможными и были сделаны многочислен¬ 
ные астрономические открытия. 

Занявшие ведущее положение идеи и методы «высшей» мате¬ 
матики в течение XVII—XVIII веков и первой половины XIX ве¬ 
ка оказали революционизирующее влияние и на развитие мате¬ 
матики «постоянных величин». Понятие числа получило сущест¬ 
венное обобщение: были развиты арифметики различных чисел, 
вплоть до гиперкомплексных; Получила развитие теория лога¬ 
рифмов (таблицы последних стали составлять при помощи мето¬ 
дов теории рядов). В элементарной геометрии были решены за- 
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дачи тысячелетней давности; например, показано, что трисекция 
угла и удвоение куба не могут быть осуществлены при помощи 
циркуля и линейки. Исключительное развитие получила алгебра 
Напомним следующие факты: Н. Тарталья и Л. Феррари разра¬ 
ботали общие алгебраические способы решения алгебраических 
уравнений третьей и четвертой степеней. Н. X. Абель доказал, 
что алгебраические уравнения выше четвертой степени в общем 
виде в радикалах вообще неразрешимы. Особое развитие полу¬ 
чили методы приближенного вычисления корней уравнений. Бла¬ 
годаря Л Эйлеру тригонометрия преодолевает ограниченность 
трактовки ее предмета как науки только о решении треугольни¬ 
ков и включает учение о тригонометрических функциях. Созда¬ 
ется теория чисел. 

Следующий этап в развитии предмета математики датирует¬ 
ся преимущественно от исследований Н. И. Лобачевского и 
Я. Бойяи в неевклидовой геометрии, Э. Галуа в алгебре, Ж. Пон- 
селе в проективной геометрии, Я. Бойяи, Г. Грассмана и В. Га¬ 
мильтона в учении о комплексных и гиперкомплексных числах 
Исследования названных и других гениальных ученых первой 
половины XIX столетия»показали, что для дальнейшего раз¬ 
вития математики и ее приложений необходимо перейти к изу¬ 
чению еще более общих свойств и законов количественных отно¬ 
шений и пространственных форм. Чтобы понять смысл этого по¬ 
ворота математики в сторону изучения свойств количественных 
отношений и пространственных форм еще большей общности и 
уяснить его значение, мы рассмотрим некоторые примеры. 

Сначала сделаем несколько предварительных замечаний. 

В каждой математической теории речь идет, 
вообще говоря, о некоторых абстрактных объ¬ 
ектах, их взаимных отношениях и связях. На¬ 
пример, объектами арифметики количественных натуральных чи¬ 
сел являются' количественные натуральные числа. Любые два 
натуральных количественных числа а и Ь могут вы» 
ступать во взаимных отношениях: а>Ь , или а<Ь у или а=Ь. Эти 
числа можно складывать и умножать и, при выполнении некото¬ 
рых условий, вычитать одно из другого или одно делить на дру¬ 
гое. В геометрии Евклида основными объектами (элемента¬ 
ми) являются точки, прямые и плоскости. Их взаимные отноше¬ 
ния выражают словами: «лежит на», «между», «равный», «парал¬ 
лельный», «непрерывный»; связи элементов и построенных из 
них геометрических фигур описываются в системе аксиом. 

Рассмотрим предмет исследований арифметики натуральных 
чисел. Для этого обратимся к системе аксиом Пеано, которая 
выражает основные свойства порядковых натуральных чисел *. 
Система аксиом Пеано содержит пять аксиом и два определения. 


1 Эта система аксиом была опубликована Пеано в 1891 году С Реапо, 
5и1 сопсеііо сіі пишего, “Ріѵі$1а <іі таіетаііса”. Тигт, ѵ. 1, 1891. 
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Аксиом ы: 

I. 1 является натуральным числом. 

II. Для каждого числа а существует следующее за ним чис¬ 
ло а*. 

III. I не следует ни за каким числом, т. е. для любого числа а 
имеет место соотношение: а+Ф I. 

IV. Из а + = 6+ следует: а=Ь. 

V. Аксиома индукции: если некоторое множество натураль¬ 
ных чисел, содержащее число 1, вместе с числом а содержит так¬ 
же следующее число а+, то оно содержит все натуральные числа. 

Определения: 

I. Определение сложения. Сопоставим однозначно 
ларе чисел а и Ь третье число, которое мы обозначим через а -4-6, 
так, чтобы 

а-И=а+, для каждого а, 
а + Ь+= (а + Ь) ь, для любых чисел а и Ь. 

II. Определение умножения. Сопоставим, как и 
выше, паре чисел а и Ь третье число, которое мы обозначим через 
<і*Ь, так, чтобы 

а-1=а, для каждого числа а, 
а*6+ = а6 + а, для любых чисел а и Ь. 

При помощи указанных аксиом и определении доказывают 
основные законы порядковых натуральных чисел: ассоциатив¬ 
ность, коммутативность (сложения и умножения) и дистрибутив¬ 
ность умножения относительно сложения К 

Легко, однако, показать, что система аксиом Пеано выража¬ 
ет основные свойства не только порядковых, но и количественных 
натуральных чисел. Для этого необходимо рассматривать первое 
•число как единицу, предшествующее — как меньшее, последую¬ 
щее— как большее и под большим на единицу числом понимать 
непосредственно следующее число. Точно так же необходимо пе¬ 
рейти от обычного понимания сложения и умножения порядковых 
чисел к новому их пониманию, соответственно природе количест¬ 
венных чисел. 

Аналогично можно доказать, что система аксиом Пеано вы¬ 
ражает свойства некоторых подпоследовательностей натураль¬ 
ных чисел. Например, аксиомам Пеано удовлетворяет последова¬ 
тельность 

ОІ 02 03 о п 

+* * ~ } +* ) •'•у ^ у •••* 

ос л и только соответствующим образом определить сложение и 
умножение. 


1 См., например, И. В. Проскуряков. Понятие множества, группы, 
жольца и поля. Теоретические основы арифметики. «Энциклопедия элементар¬ 
ной математики», т. I. М.—Л., Изд-во АПН РСФСР, 1951. Некоторые авторы 
включают в ряд натуральных чисел нуль; соответственно этому меняются фор¬ 
мулировки указанных аксиом и определений сложения и умножения. 
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Таким образом, система аксиом Пеано не связана органичес¬ 
ки только с порядковыми натуральными числами. Она описывает 
нечто общее как у порядковых, так и у количественных чисел, а 
также и у некоторых других областей объектов. В чем же су¬ 
щество этого общего? Когда при помощи аксиом и определении 
Пеано мы доказываем, скажем, закон коммутативности для сло¬ 
жения, нам совершенно безразлично, каково реальное содержание 
объектов а и 6 и каков конкретный смысл операции сложения 
При доказательстве мы используем только одинаковую 
форму связей, внутреннее устройство системы 
натуральных (количественных и порядковых) чисел. Имен¬ 
но эта форма связей, структура отношений, общая у количествен¬ 
ных и порядковых чисел, и описывается в системе аксиом Пеано. 
Обычно говорят, что система аксиом Пеано допускает много ин¬ 
терпретаций . Этим хотят сказать, что система аксиом Пеано опи¬ 
сывает структуру отношений объектов, общую у различных об¬ 
ластей вещей, каждая из которых подобна множеству порядко¬ 
вых натуральных чисел. 

Чтобы эту общую структуру абстрагировать и описать в ак¬ 
сиомах и основных определениях, необходимо перейти к абстрак¬ 
циям более высокой ступени (абстракциям от абстракций ), сде¬ 
лать переменными как понятие числа (числа порядковые, коли¬ 
чественные), так и понятия об отношениях и связях между ними 
(для порядковых чисел а>Ь означает, что а следует за 6, для ко¬ 
личественных, что а больше Ь и т. д ). 

Указанная общность присуща не только законам арифметики 
натуральных чисел. Например, арифметика комплексных чисел 
описывает формы связей, которые справедливы как для векторов, 
расположенных на плоскости, так и (при некоторых условиях) 
для всевозможных пар (а, 6), элементами которых являются 
действительные числа. До тех пор пока этот факт не осознали и 
по традиции пытались истолковать операции над комплексными 
числами в обычном количественном (арифметическом) смысле, 
последние, как казалось, приводили к парадоксам, противоречи¬ 
ям. Когда же указанный факт был осознан, объективность 
утверждений арифметики комплексных чисел стала вне сомне¬ 
ний и это обстоятельство расчистило путь разработке арифмети¬ 
ки гиперкомплексных чисел 

Элементарное пространственное представление связывает 
свойства, выражаемые предложениями евклидовой геометрии, 
только с наглядными представлениями фигур, образованных из 
обычных точек, прямых и плоскостей. Доказательство ошибоч¬ 
ности этого представления — одно из крупнейших достижений 
математики XIX столетия и имеет исходным пунктом работы 
Н. И. Лобачевского, К. Ф. Гаусса, Я. Бойяи и Ж. Понселе. Точки, 
прямые и плоскости с их отношениями при обычном их понима¬ 
нии являются лишь одной из возможных интерпретаций геомет- 

5 В Н Моіодшик 
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рии Евклида. Чтобы в этом убедиться, мы вкратце укажем на 
две интерпретации планиметрии Евклида, отличающиеся от ее 
обычной интерпретации. 

Рассмотрим первую интерпретацию. Будем понимать под 
«точками» точки конформной плоскости 1 , за исключением какой- 
либо одной ее точки (назовем ее О), которую мы выбросим. 
«Прямыми» будем называть всевозможные окружности и пря¬ 
мые, которые проходят через выброшенную точку О (рис. 3). 
Указанные «прямые» отличаются от обычных прямых. Тем не 
менее эти «точки» и «прямые» удовлетворяют всем плоскостным 
аксиомам геометрии Евклида 2 . Остановимся только на выполни¬ 
мости некоторых аксиом. 

Всякие две точки Л и В определяют или одну окружность, или 
одну прямую, проходящую через точку О. Поэтому мы вправе 
сказать, что через две «точки» можно провести единственную 
«прямую» (рис. 3). 

Рассмотрим «прямую» а и вне ее «точку» А (рис. 4). Спраши¬ 
вается: сколько можно провести «прямых» через «точку» Л, па¬ 
раллельных «прямой» а? Параллельные прямые нигде не пересе¬ 
каются. Следовательно, мы ответим на вопрос, если укажем все 
окружности и прямые, которые, проходя через точки Л и О (точ¬ 
ка О выброшена!), не будут пересекаться с окружностью а. Но 
только одна окружность (или прямая), касающаяся окружности 
а в точке О, обладает таким свойством. Следовательно, через 


«точку» Л можно провести только 
одну «прямую», параллельную «пря¬ 
мой» а. 



Если теперь понимать под «дли¬ 
ной» «отрезка» АВ число 



то «прямые» не только станут «бес¬ 
конечными», но для них окажутся 
справедливыми все свойства, кото¬ 
рые описываются в аксиомах ра¬ 
венства и непрерывности (рис. 5). 


Рис. з 


Таким образом, область наших «точек» и «прямых» является 
интерпретацией планиметрии Евклида. Благодаря этому все тео¬ 
ремы, которые можно доказать при помощи плоскостных аксиом 
Евклида, будут справедливы для «треугольников», «четырех- 


1 Конформной плоскостью называют евклидову плоскость, к которой 
присоединена одна бесконечно удаленная точка. 

2 Изложение системы аксиом Евклида см. в «Основаниях геометрии» 
Д. Гильберта, русск. пер., 1948. Эта система воспроизводится в Приложе¬ 
нии 1 к этой книге. 
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Рис. 4 



угольников» и т. п , которые можно построить из «точек» и «пря¬ 
мых». 

Например, «прямые» а и а' «параллельны» и пересекаются 
«прямой» Ь; значит, /_а + /-Р = 2 сі. Сумма углов «треугольника» 
АВС равна 2й (рис. 6, 7). 

Рассмотрим вторую интерпретацию евклидовой планимет¬ 
рии. В плоскости декартовых координат каждой точке соответ¬ 
ствует одна и только одна точка плоскости. Прямой соответ¬ 
ствует уравнение Ах+Ву = С (где А 2 +В 2 = 0), которому удовлет¬ 
воряют координаты любой точки, лежащей на прямой. Поэтому 
можно сказать, что прямой соответствует отношение трех чисел 
{А:В:С) У причем условием того, что точка (х 0і у 0 ) лежит на пря¬ 
мой (Л В:С), является выполнимость равенства Ах 0 +Ву 0 = С. 
Обратно: каждому отношению трех действительных чисел А, В и 
С (где А 2 4- В 2 ФО) соответствует в плоскости координат одна и 
только одна прямая. Всякое свойство, присущее точкам и пря¬ 
мым, находит, себе некоторое соответствующее свойство пар чисел 
(х у у) и отношений троек чисел (А:В:С). Так, например, факту 


5* 
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пересечения двух прямых, т. е. наличию у них общей точки, соот¬ 
ветствует существование единственного решения некоторой сис¬ 
темы уравнений 

А\Х-\- В\У=С\ 

А 2% “Ь &2У == С 2- 

Напротив, если прямые параллельны и не совпадают, то систе¬ 
ма не имеет решений. 


а 



Обратно: каждому предложению, которое можно высказать 
относительно пар действительных чисел и уравнений первой сте¬ 
пени, соответствует, вообще говоря, некоторое геометрическое 
свойство, присущее точкам и прямым. И как точки и прямые 
подчиняются плоскостным аксиомам геометрии, так подчиня¬ 
ются этим же аксиомам пары действительных чисел и от¬ 
ношения троек действительных чисел. Короче говоря, аналити¬ 
ческая геометрия на плоскости есть одна из возможных интер¬ 
претаций планиметрии Евклида. 

Точно так же известны различные области объектов, формы 
связей между которыми описываются неевклидовыми геометри¬ 
ями. Например, если исходить из всей шаровой поверхности и 
рассматривать всякую пару диаметрально противоположных то¬ 
чек как одну точку, то легко получить интерпретацию римановой 
плоскости *. 

Итак, и с х о д н ы е понятия и положения геомет¬ 
рических теорий также допускают различные 
интерпретации, причем среди них имеются ин¬ 
терпретации и арифметической природы. Чтобы 
выделить общие всем таким интерпретациям законы геометричес¬ 
кой теории, надо также перейти к абстракциям более высокой сту¬ 
пени, сделать переменными не только понятия точек, пря- 


1 См.: В. Ф. Каган. Основания геометрии, т. II. М., Гостехиздат, 1956. 
См. также Приложение 1, содержащее элементарную интерпретацию плани¬ 
метрии Лобачевского. 


68 






мых, плоскостей и других геометрических объектов, но и понятия 
отношений между ними: «лежит на», «между», «параллель¬ 
на» и т. п. 

Рассмотренные примеры показывают, что математика 
не может существовать и развиваться без обра¬ 
зования абстракций все более высоких по¬ 
ря д к о в. Только с их помощью можно выделить и опи¬ 
сать наиболее общие законы математических теорий. 

Практическая важность выделения таких общих законов ис¬ 
ключительна. Только на этой основе удалось установить недока¬ 
зуемость аксиомы параллельности, развить геометрические тео¬ 
рии, по основным принципам отличающиеся от геометрии Евкли¬ 
да, и т. п. Известно вместе с тем, что развитие современных 
физических теорий существенно связано с содержанием некото¬ 
рых из этих геометрических теорий; так, например, теория отно¬ 
сительности связана с неевклидовыми геометриями *. 

Каждую интерпретацию любой геометрической теории теперь 
называют математическим пространством. Естественно поста¬ 
вить вопрос: в каком отношении находятся все математические 
пространства к реальному пространству? 1 2 

Современная геометрия рассматривает различные виды 
пространств: метрические, проективные, топологические и др. 
К понятию об этих пространствах геометры пришли на базе ты¬ 
сячелетних изысканий, имевших целью установить те существен¬ 
ные свойства пространства, которые остаются неизменными при 
различных преобразованиях фигур. 

Обычная геометрия изучает преимущественно свойства фи¬ 
гур, которые связаны с понятием измерения (длины, площади и 
объема). Такие свойства фигур называют метрическими и, соот¬ 
ветственно этому, обычную геометрию называют метрической. 
Каждая интерпретация евклидовой геометрии дает нам пример 
метрического пространства. Геометрии Лобачевского и Римана 
также метрические, и их интерпретации дают примеры метричес¬ 
ких пространств. Различие между обычной геометрией и геомет¬ 
риями Лобачевского и Римана обусловлено различием тех спо¬ 
собов, согласно которым измеряют длины, площади и объемы. 
Установление этих способов измерения не является делом про¬ 
извола, а зависит от свойств объектов интерпретаций названных 
геометрий. 


1 См. Б. А. Розен фельд. Теория относительности и геометрия. Сб. 
«Эйнштейн и развитие физико-математической мысли». М., Изд-во АН СССР, 
1962. 

2 См. в этой связи: А. Н. Колмогоров. Математика, БСЭ, изд. 1, т. 38; 
П. С. Александров и В. А. Ефремович. Очерк основных понятий 
топологии. М.—Л., ОНТИ, 1936, и их же работу «О простейших понятиях сов¬ 
ременной топологии». М.—Л., ОНТИ, 1938; В. Г. Болтянский и В. А Еф¬ 
ремович. Очерк основных идей топологии. «Математическое просвещение», 
вып. 2 М., Гостехиздат, 1957, стр. 3—34. 
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С практической точки зрения метрические свойства геомет¬ 
рических фигур крайне важны. Но, как свойства реального про¬ 
странства, они являются не самыми глубокими. Развитие проек¬ 
тивной геометрии показало существование широкого класса 
свойств геометрических фигур, так называемых проективных 
свойств, которые не зависят от длин, площадей, объемов и т. п., 
т. е. от метрических свойств пространства. Независимость проек¬ 
тивных свойств от метрических выражается в том, что любые 
проективные преобразования фигуры, не искривляющие прямых 
линий, оставляют проективные свойства неизменными, но, вооб¬ 
ще говоря, нарушают метрические свойства фигуры. Чтобы вы¬ 
делить и исследовать проективные свойства пространства в чис¬ 
том виде («сами по себе»), проективная геометрия отвлекается 
от метрических свойств фигур. Каждую интерпретацию проектив¬ 
ной геометрии называют проективным пространством. 

В поисках еще более существенных, стойких свойств, способ¬ 
ных выдерживать все более глубокие преобразования фигур, ма¬ 
тематики пришли к исследованию топологических свойств про¬ 
странства. Топологическими свойствами называют такие, кото¬ 
рые остаются неизменными при любых взаимно-однозначных и 
взаимно непрерывных преобразований фигур; их изучает тополо¬ 
гия. К числу топологических свойств, например, относятся раз¬ 
мерность и связность пространства. Благодаря этому под тополо¬ 
гическим пространством понимают множество каких угодно эле¬ 
ментов (их называют точками), в котором определено понятие 
непрерывности. Естественно, что в топологии отвлекаются не 
только от метрических, но и от проективных свойств простран¬ 
ства. 

Математические пространства являются аб¬ 
стракциями от реальных пространственных 
форм. Создавая различные математические пространства, ма¬ 
тематики абстрагируют отдельные классы 
свойств реального пространства и изучают их в чис¬ 
том виде, сами по себе. 

Отсюда следует, что только все геометрические теории в нх 
развитии в принципе могут дать адекватное отражение свойств 
реального пространства в целом. Однако эта возможность не мо¬ 
жет быть реализована средствами одной только математики. Раз¬ 
витие теории относительности показало, что изучение свойств ре¬ 
ального пространства в целом может быть достигнуто применени¬ 
ем минимум двух наук — геометрии и физики. Поэтому правиль¬ 
нее говорить (как и сказано в определении Энгельса), что матема¬ 
тика изучает пространственные формы, но не пространство. Этот 
вывод Энгельса, подтвержденный современной физикой, вполне 
естествен: пространство есть форма бытия материи; благодаря 
этому его полное изучение не может быть изолировано от изуче¬ 
ния свойств и форм движения материи. 
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К сказанному надо добавить следующее. Рассматривая раз¬ 
личные интерпретации планиметрии Евклида, мы видим, что в 
их числе находятся области объектов непространственной при¬ 
роды. Это показывает, что понятие математического пространст¬ 
ва не должно сводиться только к области трехмерных простран¬ 
ственных форм, благодаря чему вполне естественно рассматри¬ 
вать различного рода я-мерные и бесконечномерные пространства. 
Следует, впрочем, отметить, что понятие я-мерного пространства 
привлекло особое внимание математиков во второй половине 
XIX века в связи с разработкой математического аппарата моле¬ 
кулярной физики. Изучение таких пространств оказалось исклю¬ 
чительно плодотворным, примером чему может служить понятие 
о счетномерном пространстве, возникшее в функциональном ана¬ 
лизе, который в наше время играет большую роль в описании 
физических явлений. 

Таким образом, с чисто логической точки зрения каждая ма¬ 
тематическая дисциплина изучает не видовые особенности объ¬ 
ектов ее интерпретаций, а изучает только структуру отношений, 
формы связей, в которых выступают объекты любой ее интерпре¬ 
тации; эти формы связей являются абстракциями от коли¬ 
чественных отношений и пространственных форм материального 
мира. Поэтому каждая математическая дисциплина 
может применяться к изучению различных об¬ 
ластей объектов, лишь бы только структура от¬ 
ношений во всех этих областях была одинако¬ 
вой. Можно сказать, что под понятия основных объектов каждой 
математической теории можно подводить любые объекты, если, 
во-первых, соответственно природе этих объектов придать опре¬ 
деленный смысл понятиям отношений и связей, в которых они вы¬ 
ступают, и, во-вторых, если при этом остается в силе структура 
отношений и связей, описанная в основных посылках этой теории. 

Каждая математическая дисциплина связана с областями 
объектов, которые имеют тождественную структуру. 
Естественно поставить вопрос: в чем заключена сущность тож¬ 
дества структур, что гарантирует тождество структуры двух об¬ 
ластей объектов? Ответ на этот вопрос дает нижеследующее 
определение понятия изоморфизма 1 . 

Пусть Л и Б — две области объектов, которые рассматрива¬ 
ются с некоторыми определенными для них отношениями. Допус¬ 
тим, что: 


1 Это определение изоморфизма дано в статье А. Н. Колмогорова «Мате¬ 
матика», БСЭ, нзд. 1, т. 38. См. также: Ю. А. Гастев. Изоморфизм. Фило¬ 
софская энциклопедия, т. 2. М., 1962. Понятие изоморфизма возникло в 
кристаллографии. Изоморфные — значит кристаллизирующиеся одинаковым 
образом, имеющие одинаковые формы. См.: Н. Л. В г о о к е, Оп ізотогрЬізш. 
ТНе РЫІозорЬісаІ Мадагіпе. Ьопбоп, 1831, ѵ. X, 161. См. также: Д. И. Менде¬ 
леев. Изоморфизм в связи с другими отношениями. СПб, 1856. 
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1. Каждому объекту а области А соответствует один объект Ь 
области В, и наоборот. 

2. Каждому отношению, рассматриваемому в области Л, со¬ 
ответствует определенное отношение в области В, и наоборот. 

3. Если некоторые объекты а 2} ... области А связаны от¬ 
ношением ф (а и а 2 , ...), то соответствующие элементы области 
В связаны соответствующим отношением ф (Ь\, Ь 2 , ...), и нао¬ 
борот. 

В этом случае говорят, что области А и В изоморфны. 
Изоморфизм областей А и Б означает, что их структуры тож¬ 
дественны, что каждая из них может служить интерпре¬ 
тацией одной и той же математической теории. 
Как мы видели, простейшим примером этого рода могут слу¬ 
жить количественные и порядковые натуральные числа. Каждо¬ 
му количественному числу п отвечает вполне определенное по¬ 
рядковое число я, и наоборот. Хотя арифметические действия 
имеют для количественных и порядковых чисел различный смысл, 
но, скажем, складывая или умножая порядковые числа, соответст¬ 
вующие двум количественным числам, получают порядковое чис¬ 
ло, соответствующее сумме или произведению взятых количест¬ 
венных чисел. Благодаря этому области количественных и поряд¬ 
ковых натуральных чисел являются интерпретациями одной и той 
же системы аксиом, а именно системы аксиом Пеано. Область 
всевозможных пар действительных чисел ( х , у) и отношений 
троек чисел ( А:В:С ) изоморфна точкам и прямым плоскости; 
благодаря этому аналитическая геометрия на плоскости и обыч¬ 
ные точки и прямые плоскости являются интерпретациями 
одной и той же планиметрии Евклида. 

Другой пример изоморфного отображения дает принцип двой¬ 
ственности в проективной геометрии, так как проективное про¬ 
странство может быть изоморфно отображению на самого себя с 
превращением точек в плоскости, а плоскостей в точки. По этой 
причине теоремы проективной геометрии остаются в силе, если 
в их формулировках всюду точки заменить плоскостями и, нао¬ 
борот, плоскости точками. Наконец, хорошо известно представле¬ 
ние комплексных чисел в виде или пар (а, Ь) действительных чи¬ 
сел, или при помощи векторов, расположенных в плоскости. Это 
возможно благодаря тому, что как множество всех пар (а, Ь) дей¬ 
ствительных чисел, так и множество векторов плоскости предста¬ 
вляют собой изоморфные интерпретации арифметики комплекс¬ 
ных чисел. 

Иногда говорят, что математика изучает объекты с точностью 
до изоморфизма. Это утверждение является преувеличением. 
Система аксиом Пеано не может полностью открыть нам содер¬ 
жание конкретной природы количественных или порядковых чи¬ 
сел. Зная эту систему аксиом, доказав при ее помощи основные 
теоремы, мы тем не менее не сможем сказать, что такое количест- 
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венные и порядковые числа, в чем смысл справедливых для них 
операции сложения и вычитания. Столь же бессильна аксиома¬ 
тически обоснованная геометрия, когда речь идет о конкретном 
представлении шара, листа Мёбиуса и т. п. 

Аксиоматизированные арифметика и геометрия дают нам све¬ 
дения об общих формах присущих этим вещам связей; их кон¬ 
кретная природа может быть познана только на основе рассмот¬ 
рения соответствующих им количественных отношений и прост¬ 
ранственных форм реального мира. Более того, каждый 
математик знает, что без понимания конкретных количественных 
отношений и пространственных форм, без расширения запаса 
знаний о них невозможно и успешное развитие аксиоматически 
(более общим образом — формально) обоснованных математи¬ 
ческих теорий. Содержание математики складывается из расши¬ 
ряющихся знаний конкретных количественных отношений и про¬ 
странственных форм действительного мира и из описывающих 
общие формы их отношений и связей математических дисциплин. 
В дальнейшем мы увидим, что эти два «слагаемых» математики 
взаимообусловливают свое развитие, причем в основе этого вза¬ 
имодействия лежат знания о конкретных количественных отно¬ 
шениях и пространственных формах. 

Понятие интерпретации дало математикам практически без¬ 
граничные возможности для конструктивного воспроиз¬ 
ведения («моделирования») возможных форм объек¬ 
тов изучения математических теорий. Где раньше 
математик шел «ощупью» и искал, теперь он может идти созна¬ 
тельно и строить. Что таят эти возможности для развития ма¬ 
тематики, впервые показали В. Гамильтон и Э. Бельтрами, скон¬ 
струировавшие интерпретации арифметики комплексных чисел и 
кватернионов и гиперболической геометрии. Как известно, эти от¬ 
крытия явились поворотным пунктом в развитии алгебры и гео¬ 
метрии в целом. Современный математик скорее похож на инже¬ 
нера-конструктора, чем на художника: он познает законы количе¬ 
ственных соотношений и пространственных форм реального мира, 
чтобы конструировать, и, конструируя, познает. Пеано построил 
кривую, целиком заполняющую квадрат, и тем исчерпал вопрос о 
ее существовании Математики «создали» неархимедовы прост¬ 
ранства. Сказанному, казалось бы, можно противопоставить про¬ 
стое замечание, разве мы не видали квадрата, из точек которого 
Пеано «создал» свою кривую? Разве мы не знали объектов, из 
которых были построены интерпретации неархимедовых геомет¬ 
рий? Безусловно, знали! Но знание кирпичей ничего еще не гово¬ 
рит о том, каким будет строящееся здание. Нет необходимости 
при этом особо подчеркивать, что творческое, действенное отно¬ 
шение математиков к изучаемой ими стороне реального мира не 
Означает «создания», или «конструирования», ими новых зако¬ 
нов природы. 
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Математика изучает количественные отношения и пространст¬ 
венные формы как существующих областей объектов, так и тех, 
которые можно « сконструировать». 

Четвертый этап в развитии математики открыл перед учены¬ 
ми возможность построения математических теорий с наперед 
заданными основными объектами и их свойствами. Эта воз¬ 
можность не безгранична в принципе, но безгранична практичес¬ 
ки. Исходная система посылок математической теории должна 
быть совместной, т. е. в конечном счете допускающей моделиро¬ 
вание. Вместе с тем все необходимое для практики в конечном 
счете может быть отображено в некоторой непротиворечивой 
теории. 

При плановом развитии математики, ориен¬ 
тирующемся на технику и науку будущего, та¬ 
кая возможность развития математики совер¬ 
шенно необходима и играет более чем сущест¬ 
венную роль. 

Современная математика стала крайне разветвленной нау¬ 
кой. Если иметь в виду только ее основные ветви, то и здесь не¬ 
обходимо выделить более двадцати крупных разделов *. 

Несмотря на такую разветвленность, современной математи¬ 
ке присущи единство и цельность, которых раньше у нее 
не было. Причина этого факта ясна. За абстрактностью и 
многсчисленными разветвлениями современной 
математики «скрыт» факт ее глубокого проник¬ 
новения в весьма общие закономерности коли¬ 
чественных отношений и пространственных форм 
реального мира; это и позволило развить общие методы, 
строить на единой основе и связать в цепь ранее обособленные 
математические дисциплины — факт, не ускользнувший от внима¬ 
ния Д. Гильберта более шестидесяти лет назад 1 2 . Математика как 
наука обладает еще одной особенностью, которую образно и ярко 
описал Б. Рассел. «Математика, правильно понятая, — писал 
он, — обладает не только истиной, но также величайшей красо¬ 
той— той холодной терпкой красотой, какой обладает искусство 
ваяния, — без обращения к какой бы то ни было слабейшей час¬ 
ти нашей натуры, без блестящего внешнего оформления живопи¬ 
си или музыки, и все же красотой такой возвышенной чистоты и 
такого строгого совершенства, какие может нам явить только ве¬ 
личайшее искусство» 3 . 


1 См.: «Математика, ее содержание, методы и значение». М., Изд-во АН 
СССР, т. I, II и III. 

2 См.: сб. «Математическая логика и ее применения», пер. с англ. М., 
«Мир» 1965, стр. 23; Н. Бур б аки. Архитектура математики, в -кн: Н. Бур- 
баки. Очерки по истории математики. М., ИЛ, 1963, стр. 243—259. 

3 В. К и $ 5 е 11. Музіісізш апд Іо^ік, ТЬе $1ис1у оі МаіЬетаІісз. N. V., 
1957. 
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6. Значение математики для развития других наук, 

техники и жизни людей 

Возникнув, математическая теория оказывает (может оказы¬ 
вать) прямое или косвенное влияние на развитие производитель¬ 
ных сил, на другие науки и на мировоззрение людей, если к 
этому имеются соответствующие общественные 
условия. 

«Как и во всех других областях мышления, — писал Ф. Эн¬ 
гельс,— законы, абстрагированные из реального мира, на из¬ 
вестной ступени развития отрываются от реального мира, проти¬ 
вопоставляются ему как нечто самостоятельное, как явившиеся 
извне законы, с которыми мир должен сообразоваться. Так было 
с обществом и государством, так, а не иначе, чистая математика 
применяется впоследствии к миру, хотя она заимствована из это¬ 
го самого мира и только выражает часть присущих ему форм 
связей, — и как раз только поэтому и может вообще приме¬ 
няться» *. 

Рассмотрим сначала вопрос о значении математики для раз¬ 
вития других наук и техники. 

Мы говорили уже о том, что каждая вещь или явление вопло¬ 
щают единство своего качественного и количественного содер¬ 
жания. Нет количественно неопределенного качества; не су¬ 
ществует чистое, качественно неопределенное количество. Более 
того, между количеством и качеством существует закономерная 
связь: качеству вещи или явления природы отвечают определен¬ 
ные количественные отношения; достигнув определенных границ, 
изменение количества влечет изменение качества, и наоборот. 
Примеры подобных переходов можно заимствовать из любой 
области явлений как органического, так и неорганического мира. 
Однако разное качественное содержание может выступать в од¬ 
них и тех же количественных отношениях или пространственных 
формах и в известных для каждого случая границах изменение 
количества не влечет за собой изменение качества. В этом и толь¬ 
ко в этом смысле мы говорили ранее о безразличии количества к 
качеству. 

Поскольку количество и качество вещей и явлений природы 
друг с другом связаны и при определенных условиях переходят 
друг в друга, то использование методов математики в различных 
научных теориях и технике может давать и, мы знаем, дает мно¬ 
гочисленные важнейшие результаты. Более того, в силу извест¬ 
ного безразличия количественных соотношений и пространствен¬ 
ных форм вещей и явлений природы к их качественному содер¬ 
жанию поле применения методов математики почти необозримо; 
они могут быть использованы не только в естествознании, но и в 


1 Ф. Э н ге л ьс Анти-Дюринг. В кн К. Маркс и Ф Э н ге л ьс. Сочи¬ 
нения, т 20, стр 38 
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социальных науках. Математика — абстрактная, общезначимая 
наука, наука с очень большой широтой применимости своих мето¬ 
дов. 

Надо, однако, помнить: в чем сила методов математики, в 
том же и их «слабость». Без использования объективного содер¬ 
жания законов науки, фактических данных естественных и обще¬ 
ственных наук и достижений техники методы математики ничего 
не могут дать науке, технике, практике (если, конечно, речь не 
идет об изучении только количественных соотношений и про¬ 
странственных форм изучаемых ими объектов и явлений). Игно¬ 
рирование этого обстоятельства нередко приводило к серьезным 
ошибкам. Имея в виду приложения математики в инженерной 
практике, А. Н. Крылов подчеркивал: «Когда конкретный вопрос 
приводится к вопросу математическому, то всегда приходится де¬ 
лать ряд допущений, ибо математика вместе с механикой опериру¬ 
ет над объектами идеальными, лишь более или менее близкими к 
объектам реальным, к которым инженер будет прилагать полу¬ 
ченные математические выводы. Ясно, что, сколько бы ни было 
точно математическое решение, оно не может быть точнее тех 
приближенных предпосылок, на коих оно основано. Об этом часто 
забывают, делают вначале какое-нибудь грубое приближенное 
предположение или допущение, часто даже не оговорив таковое, 
а затем придают полученной формуле гораздо большее доверие, 
нежели она заслуживает» *. 

Так, например, выдающийся итальянский математик Леви- 
Чивита строго математически установил формулу, позволяющую 
рассчитать верхний предел динамической нагрузки, который она 
при данных условиях превзойти не может. Вопреки опытным дан¬ 
ным, Леви-Чивита допустил, что динамическая нагрузка зависит 
от продолжительности нагрузки; «поэтому, например, получилось, 
что при проходе поезда по мосту динамическая нагрузка тем 
больше, чем скорость хода поезда меньше» 2 , что неверно. При 
расчетах формула Леви-Чивита приводила к большому завыше¬ 
нию предела динамической нагрузки. «Всякий инженер, — про¬ 
должает А. Н. Крылов 1 , — заметил бы практическую непригод¬ 
ность формулы и, обратившись к предпосылкам, сделанным при 
ее выводе, легко увидел бы несоответствие действительности, а 
знаменитый математик, привыкший со всей «эвклидовой» стро¬ 
гостью перемалывать аксиомы и постулаты, не заметил грубости 
одного из своих постулатов, сообразно которому и получил столь 
высокий верхний предел» 3 . 

Н. Е. Жуковский считал и руководствовался этим в практи¬ 
ке своих исследований, что, прежде чем применять математичес- 

1 А. Н. Крылов. Мои воспоминания. М.—Л., Изд-во АН СССР, 1945, 
стр. 372. 

2 Т а м же, стр. 372. 

3 Там же, стр. 373. См. также: Дж. Платт. Метод строгих выводов. 
«Вопросы философии», 1965, № 9. 
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кий аппарат, желательно установить (преимущественно экспери¬ 
ментально) физические свойства и законы объектов, к которым 
этот аппарат будет применяться. В противном случае исследова¬ 
тель рискует получить ошибочные выводы или настолько услож¬ 
нить задачу, что применение математики станет невозможным *. 

Другое дело, если исходные посылки теории верны (по край¬ 
ней мере в границах допустимой точности) и позволяют дать им 
математическое выражение и развитие; тогда все следствия бу¬ 
дут столь же верны, как и исходные посылки. 

Методы математики могут помочь научной дисциплине полу¬ 
чать новые сильные результаты в первую очередь тогда, когда в 
области явлений, изучаемой последней, количественные соотно¬ 
шения и пространственные формы играют преобладающую роль 
и тесно связаны с качественной определенностью ее объектов. 
К числу таких дисциплин относятся, например, небесная механи¬ 
ка, аэро- и гидродинамика, физика и др. 

Закон всемирного тяготения допускает очень простое матема¬ 
тическое выражение. В силу малой величины диаметров небес¬ 
ных тел по сравнению с их расстояниями, не нарушая достаточ¬ 
ной точности расчетов, эти тела можно считать точками со 
сконцентрированными в них массами. Благодаря этому изучение 
поведения двух тел, находящихся в поле тяготения, не только це¬ 
ликом сводится к математике, но и с вычислительной стороны не 
представляет никаких трудностей 1 2 . В области физики дело об¬ 
стоит уже сложнее. Трудности в первую очередь начинаются с 
выявления физического смысла посылок, и преодоление их часто 
представляет весьма сложную задачу. В этой связи в теорети¬ 
ческой физике получил развитие так называемый метод мате¬ 
матических гипотез (метод математических экстрапо¬ 
ляций). Сущность математической гипотезы состоит в следую¬ 
щем. Предположим, что физик изучил законы (закон) некоторой 
области явлений и установил уравнения (уравнение), характери¬ 
зующие эти законы. После этого/ нередко возникает необходи¬ 
мость изучить и точно математически охарактеризовать законы 
иной области явлений, в отношении которых имеются основания 
утверждать, что они в основном сходны с ранее изученными за¬ 
конами. Ориентируясь на сходство законов этих двух групп яв¬ 
лений и учитывая их возможные (а может, и частично изучен¬ 
ные) различия, физик изменяет форму уравнений, характеризу¬ 
ющих изученные законы и предполагает, что так полученные 
уравнения характеризуют законы новой области явлений. С по- 


1 В. В. Голубев. Механика в Московском университете перед Великой 
Октябрьской социалистической революцией и в советский период. «Историко¬ 
математические исследования», вып. VIII. М., Гостехиздат, 1955, стр. 81—82. 

2 Впрочем, уже решение задачи трех тел связано с огромными трудностя¬ 
ми (например, при исследовании притяжения Землей Луны с учетом возму¬ 
щающего действия Солнца). 
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мощью этих уравнений физик делает выводы-предсказания, 
относящиеся к изучаемой области явлений. Если выводы согласу¬ 
ются с показаниями эксперимента, то это оправдывает и мате¬ 
матическую гипотезу, лежащую в их основе. Приведем два при¬ 
мера. Дж. К. Максвелл получил уравнения электродинамики из 
уравнений электромагнетизма путем введения в них нового чле¬ 
на, выражающего величину так называемого тока смещения. 
Э. Шредингер использовал математическую гипотезу для уста¬ 
новления волнового уравнения, характеризующего стационарное 
состояние атома. Законы природы требуют для своей формули¬ 
ровки, подчеркивает П. Дирак, использования высших разделов 
математики, и этот метод математических гипотез с развитием 
науки приобретает все большую силу *. 

Примерно в середине прошлого века методы математики ис¬ 
пользовались с наибольшим успехом в механике твердых тел. 
В механике газов и жидкостей, а еще более в физике их приме¬ 
нение встречало ряд трудностей. В химии и особенно в биологии 
математические методы фактически не применялись (за исклю¬ 
чением элементарных подсчетов и т. п.). За истекшее столетие по¬ 
ложение существенно изменилось. Благодаря исследованиям 
Н. Е. Жуковского, С. А. Чаплыгина и других выдающихся совет¬ 
ских и зарубежных ученых развиты сильные общие математичес¬ 
кие методы исследований сложных (и вместе с тем огромной 
практической значимости) вопросов аэро- и гидродинамики. 
Развит и совершенствуется математический аппарат исследова¬ 
ний закономерностей микромира. Теория вероятностей и матема¬ 
тическая статистика оказывают большие услуги планированию 
народного хозяйства и служат делу улучшения работы ряда про¬ 
изводств. Можно, например, сослаться на новый раздел теории 
вероятностей — теорию информации, обязанную своим возникно¬ 
вением некоторым чисто техническим проблемам электро- и ра¬ 
диосвязи. 

Методы математики оказались существенно необходимыми и 
в таких разделах науки, где об их применении ранее и не думали. 
Так, Е. С. Федоров и А. Шёнфлис разработали полную теорию 
строения кристаллов и классификацию кристаллических много¬ 
гранников; в своей основе их методы исследований были метода¬ 
ми абстрактной геометрии 1 2 . 

Методы математики — статистические методы, методы теории 
дифференциальных уравнений — с успехом используются и в раз- 


1 См.: П. Дирак. Электроны и вакуум, пер. с англ. М., «Знание», 1957, 
стр. 4—5. О математической гипотезе см.: Макс Б о р и. О значении физических 
теорий; Эксперимент и теория в физике. Обе статьи в кн : М. Борн. Физика 
в жизни моего поколения, пер. с англ. М., ИЛ, 1963; И. В. К у з н е ц о в. О ма¬ 
тематической гипотезе. «Вопросы философии», 1962, № 10. См. также: А. Э й н- 
штейн и Л Инфельд. Эволюция физики. М., ИЛ, 1956. 

2 Об этом мы будем говорить подробнее в главе об аксиоматическом 
методе. 
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личных теориях современной биологии, например в биофизике *. 
Учение о высшей нервной деятельности основано на фактах, до¬ 
пускающих в определенных пределах точные количественные ха¬ 
рактеристики. Это обстоятельство позволило И. П. Павлову 
утверждать, что со временем математический анализ — в широ¬ 
ком смысле этих слов, — опираясь на естественнонаучный, смо¬ 
жет охватить и учение о высшей нервной деятельности 1 2 . 

К. Маркс всегда стремился изучить и описать количествен¬ 
ную сторону экономических явлений. Он считал возможным раз¬ 
вить математическую теорию кризисов. В письме к Энгельсу от 
31 мая 1873 года Маркс писал: «...ты знаешь таблицы, в которых 
цены, учетный процент и т. д. и т. д. представлены в их движении 
в течение года и т. д. в виде восходящих и нисходящих зигзаго¬ 
образных линий. Я неоднократно пытался — для анализа кризи¬ 
сов — вычислить эти ир апсі сіошіз 3 как неправильные кривые 
и думал (да и теперь еще думаю, что с достаточно проверенным 
материалом это возможно) математически вывести из 
этого главные законы кризисов. Мур... считает зада¬ 
чу пока невыполнимой, и я решил до поры до времени отказать¬ 
ся от нее» 4 . 

Благодаря кибернетике и машинной математике методы со¬ 
временной математики проникли почти во все области знания и 
оказывают на развитие науки и техники существенное влияние. 
Этот факт имеет объективные основания. Исследования послед¬ 
них десятилетий показали, что самые разнообразные явления, 
рассматриваемые со стороны взаимодействия их компонентов как 
сложные динамические системы, имеют одинаковую структуру, 
предопределяющую существенные черты течения явлений 5 6 . 
В этой связи в современной науке получили широкое распростра¬ 
нение такие общие методы (по своему методологическому содер¬ 
жанию ранее характерные преимущесі венно для математики), как 
формализация (абстрагирование общей структуры различ¬ 
ных по содержанию процессов с целью изучения этой структуры 
в чистом виде), аналогия (установление общности двух струк¬ 
тур с целью переноса знания, извлеченного из изучения одной 
структуры, на другую) и моделирование (переход от струк- 


1 См.: С. С. Ш в а р ц. Значение физико-математических наук в развитии 
современной биологии. «Вопросы философии», 1965, № 2, стр. 57—64. 

2 См.: И. П. Павлов. Поли. собр. соч., т. III, кн. 1. М.—Л., Изд-во АН 
СССР, 1951, стр. 124—125. 

3 Повышения и понижения. — В. М. 

4 К. Маркс и Ф. Энгельс. Сочинения, т. 33, стр. 72. (Выделено 
мною. — В. А!.) См. также: И. Г. Блюм и н. Критика буржуазной политиче¬ 
ской экономии, т. I, ч. 2. «Математическая школа». М., Изд-во АН СССР, 

1962. 

6 См.: А. И. Б е р г и др. Кибернетика. Философская энциклопедия, т. 2, а 
также: В. М. Г л у ш к о в. О гносеологических основах математизации наук. В 
кн.: «Диалектика и логика научного познания (материалы совещания по соз- 
ременным проблемам материалистической диалектики)». М., «Наука», 1966. 
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туры к области объектов — реальных или абстрактных, — явля¬ 
ющихся ее интерпретацией). 

К сказанному следует добавить, что в рассматриваемом во¬ 
просе надо всегда учитывать и косвенное влияние математики 
на другие науки и технику. Механика и физика без математики 
развиваться не могут. В свою очередь эти две науки существен¬ 
но необходимы для развития современной техники, биологии, 
медицины, химии и т. д. Следовательно, в наше время развитие 
естествознания в целом, а не только некоторых его разделов 
в конечном счете так или иначе зависит от развития матема¬ 
тики *. 

Следует напомнить, что, по словам П. Лафарга, К. Маркс счи¬ 
тал науку способной достигнуть совершенства лишь тогда, когда 
она может пользоваться методами математики 1 2 . 

Заключение К. Маркса о роли математики в научном позна¬ 
нии было им получено преимущественно на основе результатов 
собственных экономических исследований. Отметим вместе с 
тем, что здесь К. Маркс присоединился к мнению многих великих 
математиков. Еще в XVIII веке Л. Эйлер писал: «...нет науки, не 
связанной с математикой, которая, если она должна быть осно¬ 
вательно разработана, не требовала бы применения высшей ма¬ 
тематики» 3 . 

Не так давно многие специалисты считали применение мето¬ 
дов математики в химии, биологии и т. п. в лучшем случае лишь 
отчасти целесообразным. Современное развитие науки разруши¬ 
ло этот скепсис и показало, что, говоря словами С. В. Ковалев¬ 
ской, «среди всех наук, открывающих человечеству путь к по¬ 
знанию законов природы, самая могущественная, самая вели¬ 
кая наука — математика». 

Каковы бы ни были количественные отношения, присущие той 
или иной области объектов и явлений природы, они присущи и 
многим другим объектам и явлениям действительности, включая 
и не познанные еще людьми. Изученные количественные отноше¬ 
ния входят составной частью во многие другие, более сложные 
количественные отношения. Поэтому каждая математическая тео¬ 
рия развивает методы решения задач из области, как правило, 
значительно превосходящей ту, которой они обязаны своим про¬ 
исхождением. Этот факт также является реальной основой того, 
что методы математики могут способствовать развитию промыш¬ 
ленности, транспорта, других наук и т. п не только в настоящее 
время, но и в будущем. В докладе «Значение математики для ко- 


1 См. О. Кигера. ТНе гоіе о{ піаІНетаІісз апё таіНетаІісіап аі ргезепі 
Ііте Ргос. ІгНегпаі. Соп^г. МаіЬетаІісіапз, 1954, Ат$іег<іат. 1956, 305—317. 

2 См П Л а ф а р г. Воспоминания о Марксе «Воспоминания о Марксе 
и Энгельсе» Госполитиздат, 1956, стр 66 

3 Л Эйлер Исследования по баллистике М , Физматгиз, 1961, стр 10—11. 
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раблестроения» А. Н. Крылов указывал, что «геометра, который 
создает новые математические выводы; можно уподобить некоему 
воображаемому универсальному инструментальщику, который 
готовит на склад инструмент на всякую потребу: он делает все, 
начиная от кувалды и кончая тончайшим микроскопом и точней¬ 
шим хронометром. Геометр создает методы решения вопросов, 
не только возникающих вследствие современных надобностей, но 
и для будущих, которые возникнут, может быть, завтра, может 
быть, через тысячу лет» *. 

Теорему Пифагора знали вавилоняне, китайцы и индийцы за 
несколько тысяч лет до нашего летосчисления. Ее открыли 1 2 , 
определяя высоты предметов, строя прямые углы и т. п. В наше 
время теорема Пифагора используется при решении разнообраз¬ 
нейших задач техники и других наук. Сказанное о теореме Пифа • 
гора можно повторить, как правило, о любом утверждении учения 
о числе, алгебры, геометрии Евклида и тригонометрии. Не менее 
яркие примеры можно привести и из области математического 
анализа. 

Начало систематического использования понятия комплексно¬ 
го числа в математике относится к середине XVI века и было обу¬ 
словлено вопросами, относящимися к рассмотрению различных 
случаев решения алгебраических уравнений третьей степени 
Н. Тарталья и Дж. Кардано 3 . Во второй половине XVIII века 
комплексные числа помогали математикам вычислять сложные 
определенные интегралы, решать некоторые задачи гидродинами¬ 
ки и т. п. В первой половине XIX века К. Ф. Гаусс, О. Л. Коши и 
Б. Риман заложили основы теории функций комплексного пере¬ 
менного; потом она успешно развивалась К. Вейерштрассом и 
другими учеными. Однако до второго десятилетия XX века физи¬ 
ческие приложения теории функций комплексного переменного 
были спорадическими; она с успехом использовалась для реше¬ 
ния теоретических вопросов математики, и поэтому ею занима¬ 
лись специалисты-математики, но не механики и тем более не ин¬ 
женеры. 

«С развитием теоретических основ авиации, — указывал 
В. В. Голубев, — положение коренным образом изменилось. Как 
показали работы акад. С. А. Чаплыгина и Н. Е. Жуковского, у 
нас и работы крупнейших заграничных ученых, общие теоремы 
теории функций комплексного переменного являются основой 
всей современной теоретической гидро- и аэродинамики. Наибо¬ 
лее крупные результаты в этой области все были получены приме- 

1 А. Н. Крылов. Мон воспоминания. М.—Л., Изд-во АН СССР, 1945, 
стр. 363. См. также: В. В. Голубев. Математика и техника. «Фронт науки 
и техники», 1934, № 5—6, стр. 42. 

2 По-видимому, первое достаточно строгое доказательство теоремы Пифа¬ 
гора было разработано в школе Пифагора, быть может, им самим. 

3 См.: В. Н. Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века. М., Учпедгиз, 1963, гл. VII. 

6 В. Н. Молодший 
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нением общих методов и теорем теории функций комплексного 
переменного» *. В наш.е время теория функций комплексного пе¬ 
ременного с успехом используется в теории упругости, при рас¬ 
четах плотин и в других разделах науки и техники. Благодаря 
этому теория функций комплексного переменного стала неотъем¬ 
лемым элементом математического образования широких кругов 
механиков, физиков и инженеров. 

Когда А. Лебег ввел крайне общее для его времени понятие 
меры, некоторым математикам оно казалось продуктом «чистой 
игры ума». Однако после исследований А. Н. Колмогорова, Э. Бо- 
реля и других мы знаем, что понятие меры по Лебегу играет вы¬ 
дающуюся роль в теоретических основах теории вероятностей и 
математической статистики. В этой связи понятие меры по Ле¬ 
бегу оказалось необходимым для объяснения броуновского дви¬ 
жения частиц в жидкостях и других естественнонаучных и тех¬ 
нических вопросов 1 2 . 

Учитывая все подобные факты, можно понять, почему в на¬ 
ше время математику изучают очень широкие круги специалис¬ 
тов, а вопросам ее преподавания уделяется все возрастающее 
внимание. 

Классики марксизма-ленинизма всегда подчеркивали исклю¬ 
чительную роль науки в развитии общества. Энгельс говорил, 
что «наука была для Маркса исторически двигающей, револю¬ 
ционной силой». Каждое новое открытие в любой теоретической 
науке, о практическом применении которого пока еще не было и 
речи, доставляло Марксу радость. Но, подчеркнул Энгельс, «его 
радость была совсем иной, когда дело шло об открытии, немед¬ 
ленно оказывающем революционное воздействие на промышлен¬ 
ность, на историческое развитие вообще» 3 . В. Либкнехт рассказы¬ 
вал, что Маркс придавал большое значение открытию электриче¬ 
ских машин, так как полагал, что это приведет к экономической 
революции, необходимым следствием которой будет поли¬ 
тическая революция. «Царствование его величества пара, — го¬ 
ворил Маркс, — перевернувшего мир в прошлом (т. е. в XVIII и 
первой половине XIX века. — В. М.) столетии, окончилось; на его 
место станет более революционная сила — электрическая иск¬ 
ра» 4 . История подтвердила прогноз Маркса: одной из матери¬ 
альных предпосылок победоносных социалистических революций 


1 В. В. Голубев. Математика и техника. «Фронт науки и техники», 1934, 
№ 5—б, стр. 41; М. В. К € л д ы ш, Л. И. Седов. Приложения теории функ¬ 
ций комплексного переменного к гидродинамике и аэродинамике. М, «Наука», 
1964. 

2 См.* Д. С т р о й к. Математика. Сб. «Прогрессивные деятели США в 
борьбе за передовую идеологию». М., ИЛ, 1955, стр. 280. 

3 Ф. Энгельс. Речь на могиле Маркса. В кн : К. М а р к с и Ф. Э н- 
гельс. Сочинения, т. 19, стр. 351. 

4 В. Либкнехт. Из воспоминаний о Марксе. Сб. «Воспоминания о 
Марксе и Энгельсе». М, Госполитиздат, 1956, стр. 91. 
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XX века было интенсивное развитие индустрии, основанной на 
использовании сил электричества. 

Огромную роль играет наука в период построения социализ¬ 
ма и перехода от социализма к коммунизму. Бурный рост техни¬ 
ки мировой социалистической системы опирается на мощный 
подъем науки. Атомный век зародился в лабораториях ученых. 
Там же возникли быстродействующие электронные цифровые ма¬ 
шины, радиолокация, телевидение и т. п. Физика, механика, ма¬ 
тематика проникают во все области техники и революционизиру¬ 
ют их. Не за горами время, когда атомная энергия сможет сопер¬ 
ничать со старыми видами энергии. Имеющаяся в изобилии 
энергия в принципе сможет быть превращена — прямо или кос¬ 
венно— в самые разнообразные продукты, по количеству и ка¬ 
честву способные удовлетворить потребности сотен миллионов 
людей. Развитие высших форм автоматики принесет людям осво¬ 
бождение от многих форм труда, высвободит им время для ин¬ 
тенсивного культурного и научного роста. Развитие биологии и 
медицины позволит людям продлить жизнь и работоспособность. 

Наука революционна не только со стороны воздействия, ка¬ 
кое она оказывает на развитие общества. Наука революционна и 
по своему существу. Каждый ее шаг вперед связан с борьбой за 
новое против старого. Без этой борьбы наука, и в частности ма¬ 
тематика, существовать не может. Если бы Ньютон и Лейбниц 
следовали идеям древних греков и изгоняли из математики поня¬ 
тия бесконечности и движения, они, несомненно, не смогли бы 
развить исчисление бесконечно малых. Это замедлило бы разви¬ 
тие астрономии, механики и физики, а вместе с ними и промыш¬ 
ленности, мореплавания ит. п. Если бы Н. И. Лобачевский не учи¬ 
тывал новые идеи обоснования математики, зародившиеся в на¬ 
чале XIX века преимущественно в математическом анализе, не 
осознал бы ошибочности идеалистического учения Канта о про¬ 
странстве и метафизической абсолютизации геометрии Евклида 
как единственно возможного учения о последнем, он не смог бы 
открыть свою геометрию. Это сказалось бы неблагоприятно на 
развитии всей геометрии, а вместе с этим затормозилась бы раз¬ 
работка современных физических теорий — теории относительно¬ 
сти, теории строения материи и т. п. Это, конечно, отсрочило бы и 
начало работ по практическому использованию данных этих те¬ 
орий. 

Когда рассматривают развитие математики в связи с разви¬ 
тием промышленности, сельского хозяйства, других наук и т. п., 
то имеют дело с взаимодействием, в котором, однако, ре¬ 
шающая роль принадлежит промышленности, развитию средств 
связи, торговле и т. п. Этот факт подчеркнул Энгельс в одном из 
своих писем к В. Боргиусу (письмо от 25 января 1894 года): «Ес¬ 
ли, как Вы утверждаете, техника в значительной степени зависит 
от состояния науки, то в гораздо большей мере наука зависит от 


6 * 
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состояния и потребностей техники. Если у общества появляется 
техническая потребность, то она продвигает науку вперед боль¬ 
ше, чем десяток университетов. Вся гидростатика (Торричелли 
и т. д.) была вызвана к жизни потребностью регулировать горные 
потоки в Италии в XVI и XVII веках. Об электричестве мы узна¬ 
ли кое-что разумное только с тех пор, как была открыта его тех¬ 
ническая применимость»'. Наши знания о микромире сущест¬ 
венно продвинулись вперед лишь тогда, когда атомная энергия 
получила разнообразные применения в промышленности и воен¬ 
ном деле. 

Диалектическую взаимосвязь в развитии производства и ес¬ 
тествознания (включая математику) К. Маркс и Ф. Энгельс не¬ 
однократно характеризовали так: производство (техника) явля¬ 
ется выражением практического отношения людей к природе, а 
естествознание дает теоретическое выражение этого отношения 

7. Практика как критерий истины в математике. 

Точность математики 

Анализ реальных условий развития, предмета и значения ма¬ 
тематики показывает, что практика является не только источ¬ 
ником и движущей силой роста математики, но и кри¬ 
терием истины математических теорий. И здесь матема¬ 
тика принципиально не отличается от других отраслей знания. 

Однако внутри математики использование практики как кри¬ 
терия истины в наше время осуществляется в особых формах. 
Чтобы раскрыть реальные основания и сущность этих форм, не¬ 
обходимо обратиться к вопросу о природе точности математики. 

Философы и математики неоднократно ставили и пытались 
решить вопрос о природе точности математики. «В чем состоит 
та особая достоверность, — спрашивал Дж. Ст. Милль, — какую 
всегда приписывали наукам, всецело (или почти всецело) дедук¬ 
тивным? Почему их называют «точными науками»? Почему «ма^ 
тематическая точность», «математическое доказательство» и т. п. 
выражения обозначают обыкновенно высшую степень достижи¬ 
мой для разума достоверности?» 1 2 . 

Вопрос о природе точности математики имеет не только тео¬ 
ретическое, но и существенное прикладное значение. Если тео¬ 
рия, в которой использовались методы математики, оказывалась 
несостоятельной или требующей серьезной доработки, то иссле¬ 
дователи никогда не относили это за счет математики; они иска¬ 
ли причины в ошибочности или в недостаточной точности исход¬ 
ных положений самой теории. Аналогично поступают инженеры 
и конструкторы, летчики и артиллеристы — все они ведут расче- 


1 К. Маркс и Ф. Энгельс. Сочинения, т. 39, стр. 174. 

2 Д. С. М и л л ь. Система логики силлогистической и индуктивной, пер. с 
англ. М., 1914, стр. 201. 
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ты, будучи уверены в- безупречной точности заключений матема¬ 
тики. Л Эйлер признавал целесообразность, а порой и необхо¬ 
димость экспериментальной проверки данных науки Вместе с 
тем он считал методы математики безупречно точными. Поэтому 
если посылки теории ему представлялись верными, то и заключе¬ 
ния, сделанные из них с помощью методов математики, он счи¬ 
тал правильными. В мемуарах о расстановке мачт на корабле 
Л. Эйлер писал. «Я не почел за нужное подтвердить эту мою те¬ 
орию экспериментом, ибо вся она выведена из точнейших и не- 
оспоримейших принципов механики; поэтому никоим образом не 
может возникнуть сомнение в ее правильности и соответствии 
практике» 1 Эти общеизвестные факты очень образно выразил 
Т. Гекели в разговоре с В. Томсоном: «Математика подобно 
жернову перемалывает то, что под него засыпают, и как, засыпав 
лебеду, вы не получите пшеничной муки, так, исписав целые стра¬ 
ницы формулами, вы не получите истины из ложных посылок» 

Философы-идеалисты обычно пытаются использовать точность 
математики для подтверждения отстаиваемых ими философских 
взглядов. Так, А. Пуанкаре считал, что точность математики 
обусловлена характером ее исходных посылок, а последние пред¬ 
ставляют собой продукт свободной деятельности нашего духа 2 . 

Идеалистическая трактовка точности математики опроверга¬ 
ется практической деятельностью людей Если бы идеалисты бы¬ 
ли правы, то точность математики была бы результатом только 
особой природы человеческого мышления, но отнюдь не специфи¬ 
ческой стороной объективности ее утверждений Но это противо¬ 
речит тому, что методы математики помогают людям позна¬ 
вать и изменять действительность 

Чтобы верно истолковать реальные основания точности ма¬ 
тематики, надо иметь в виду два обстоятельства. 

Первое состоит в следующем Точной может быть только та 
наука, утверждения которой — объективные истины. Если две те- 
ории описывают одну область явлений природы, то из них точ¬ 
нее та, которая дает более правильное описание. 

Чем сложнее явления, изучаемые наукой, тем труднее дос¬ 
тигнуть в ней той степени точности, какая может быть достигну¬ 
та в науке, обращенной на более простые явления природы. Вы¬ 
яснить и дать точное описание причинных отношений в развитии 
организмов — задача очень трудная, почти неосуществимая 
В этом исследовании приходится учитывать влияние среды на 
организмы, их взаимодействие, взаимодействие частей тела каж¬ 
дого организма и т. п. Еще труднее дать точное описание общест¬ 
венных явлений; здесь приходится учитывать всю совокупность 


1 См Г К Михайлов Записные книжки Леонарда Эйлера в Архиве 
АН СССР «Историко-математические исследования», вып X М, Гостехиздат, 
1957, стр 75—76 

2 См А Пуанкаре Наука и гипотеза, пер с франц М, 1904, стр 2 
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сравнительно быстро меняющихся отношений в самых разнооб¬ 
разных областях общественной жизни. 

В ином положений находится арифметика натуральных чисел. 
Ее исходные понятия и положения, а равно и следствия из них, 
описывают в отвлеченной форме такие простейшие количествен¬ 
ные отношения действительности, которые встречаются повсеме¬ 
стно. Считать можно любые объекты, лишь бы во время подсчета 
они не «склеивались», не раскалывались и не исчезали. Эти фак¬ 
ты установлены в практической деятельности миллионов людей, в 
течение многих столетий. Арифметические действия допускают 
материальное доказательство, проверку К Вся современная ма¬ 
шинная математика с особой ясностью подтверждает идеальную 
точность алгоритмов арифметики натуральных чисел. Поэтому 
утверждения этой арифметики не менее точны, чем фигуры 
логики; недаром утверждение «дважды два — четыре» Эн¬ 
гельс относил к вечным истинам. Как справедливо отмечает 
Д Стройк, «убеждение в вечной справедливости теоремы Пифа¬ 
гора или того, что 2X2 = 4, не основано на какой-либо априорной 
концепции. Равно его не может поколебать никакой умный мате¬ 
матик, который по толстой книге с формулами заключает, что эти 
теоремы являются лишь общим соглашением. Наше убежде¬ 
ние основано на том, что теоремы соответст¬ 
вуют свойствам действительного мира вне на¬ 
шего сознания, которые можно проверить и ко¬ 
торые поддаются проверке всех лиц с самого 
раннего возраста» * 2 . 

Классики марксизма-ленинизма всегда имели в виду, что 
практика включает все виды деятельности людей: производст¬ 
венную, экономическую, политическую и культурную. В. И Ле¬ 
нин подчеркивал, что «в практику, служащую нам критерием в 
теории познания, надо включить также практику астрономичес¬ 
ких наблюдений, открытий и т. д.» 3 , т. е. практику научных иссле¬ 
дований Для понимания специфики форм использования прак¬ 
тики как критерия истины в математическом познании, а потому 
и для анализа природы точности математики приведенное выска¬ 
зывание В. И. Ленина имеет первостепенное значение. 

Поскольку математические теории допускают различные ин¬ 
терпретации — в том числе и на материале других математичес¬ 
ких теорий, объективность утверждений которых 


•См Ф Энгельс Из подготовительных работ к «Анти-Дюрингу». 
В кн* К Маркс и Ф Энгельс Сочинения, т 20, стр 631 По воп¬ 
росу о точности истин арифметики натуральных чисел много верного сказал в 
свое время Д С Милль. См его «Систему логики силлогистической и индук¬ 
тивной», пер с англ, 1914, стр 199 и след 

2 Д Стройк Математика Сб «Прогрессивные деятели США в борьбе 
за передовую идеологию» М, ИЛ, 1955, стр 277 (выделено мною — В М ) 

3 В И Ленин Материализм и эмпириокритицизм Поли собр соч., т 18, 
стр. 143 
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установлена ранее, — постольку математики имеют широ¬ 
кий выбор в прообразах для доказательства объективности 
утверждений любой новой теории Они обычно стараются интер¬ 
претировать основные понятия и посылки новых математических 
теорий на моделях из объектов/ арифметики действительных 
чисел Если это удается осуществить, то объек¬ 
тивность и точность исходных понятий и по¬ 
сылок рассматриваемой математической тео¬ 
рии поднимается до уровня точности арифме¬ 
тики действительных чисел 

Поскольку математика признает только чисто логические до¬ 
казательства своих утверждений, то сказанное о точности исход¬ 
ных понятий и посылок теории распространяется и на ее утвер¬ 
ждения. Можно пойти дальше и утверждать, что в известной ме¬ 
ре построение модели математической теории на объектах уче¬ 
ния о действительных числах поднимает ее точность до уровни 
точности арифметики натуральных чисел («в известной ме 
ре» — потому что в классических теориях действительных чисел 
Р Дедекинда, К. Вейерштрасса и Г. Кантора хотя и исходят из 
арифметики натуральных чисел, но применяют также понятие 
множества всех подмножеств данного множества, которое при 
неограниченном использовании приводит к парадоксами одна ко 
в новых конструктивных теориях действительных чисел эта труд¬ 
ность преодолевается) 

Реальные основания точности математики предугадывали не¬ 
которые математики и философы предшествующих столетий 
Архит — крупнейший древнегреческий математик второй полови¬ 
ны V века до н э —считал арифметику натуральных чисел выде¬ 
ляющейся среди других наук совершенством знания, так как она 
яснее, чем геометрия, рассматривает предмет Даламбер утвер¬ 
ждал, что математические науки обязаны достоверностью про¬ 
стоте своего предмета 1 . «Существует особый вид абстракции,— 
писал Д Дидро, — к которому способны лишь немногие лідди, 
так что кажется, будто она является уделом только чистого ин¬ 
теллекта: это тот вид абстракции, в котором все должно сводить¬ 
ся к численным единицам Надо признаться, что результаты та¬ 
кого рода математики были бы очень точны и формулы ее о і «ень 
общи, ибо ни в природе, ни в мире возможного нет таких предме¬ 
тов— точек, линий, объемов, мыслей, представлений, ощуще¬ 
ний,— которых эти простые единицы не могли бы представить» 2 
Д. Дидро, как видим, предугадывал значение моделей математи¬ 
ческих теорий, построенных из объектов арифметической приро¬ 
ды для обоснования точности математики. Но не знал, что этот 


1 См* Даламбер Очерк происхождения и развития наук Сб «Родо¬ 
начальники позитивизма» СПб, 1910, стр 110 

2 Д. Дидро Письмо о слепых в назидание зрячим Собр соч, т I 
М —Л , «Асабешіа», 1935, стр 237. 
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род абстракции, со всеми вытекающими отсюда последствиями, 
присущ математике в целом. Все это стало возможным обосно¬ 
вать с достаточной убедительностью лишь во второй половине 
\ІХ столетия. 

Благодаря тому что точность утверждений каждой математи¬ 
ческой теории в конечном счете (принципиально, во всяком слу¬ 
чае) сводится к точности истин арифметики натуральных чисел, 
математика является безупречно работающим «жерновом», про¬ 
дуктивность которого всецело зависит от того, что под него за¬ 
сыпали— пшеницу или лебеду. Вот в чем коренная причина, 
благодаря которой ни один исследователь или инженер не отне¬ 
сет неудачи, его постигшие, к математике, а будет искать их ис¬ 
точник в том, что ему еще недостает знания об объектах иссле¬ 
дования. Так, например, поступал А. Н. Крылов, выясняя осно¬ 
вания ошибочности выводов из формулы Леви-Чивита о пределе 
динамической нагрузки. 

В приложениях математики методы математических теорий 
прилагаются обычно к таким явлениям действительности, свойст¬ 
ва количественных отношений или пространственных форм кото¬ 
рых описываются этими теориями лишь приблизительно. Напри¬ 
мер, если мы вычислим объем какого-либо физического шара по 
соответствующей формуле Евклида, то получим число, лишь при¬ 
ближенно выражающее истинный объем этого шара *. Различие 
здесь будет тем большим, чем больше этот шар отличается ог 
идеального шара. Поскольку математика доказывает срои \твер- 
ждения чисто логическим путем, во всех подобных случаях 
точность получаемых результатов будет тем лучше, чем лучше 
основные понятия и посылки привлекаемых математических тео¬ 
рий описывают основные отношения и свойства количественных 
отношений или пространственных форм изучаемых явлений. 

Естественно поставить вопрос: так ли уж обязательно уста¬ 
навливать объективность и точность математических теорий на 
базе учения о числе, в конечном счете — на базе арифметики на¬ 
туральных чисел? Нет, не обязательно. Необходимо только, что¬ 
бы модели создавались из объектов такой теории (таких теорий), 
утверждения которой достаточно общи и точность которых нахо¬ 
дится вне сомнений. Мы остановились на моделировании при по¬ 
мощи объектов учения о числе лишь потому, что так поступают 
почти все математики, когда встречаются с необходимостью обо¬ 
сновать развиваемые ими новые математические теории. 

Можно поставить и такой вопрос: почему в современной ма¬ 
тематике истинность геометрии Евклида устанавливают методом 
моделей? Разве недостаточно того, что в течение многих веков 
іеометрия Евклида никогда не приводила к противоречиям и в 

1 Радиус реального шара можно измерить при помощи микрометра. Если 
плотность вещества, из которого сделан шар, больше плотности воды, то его 
истинный объем можно найти, погружая его в воду, находящуюся в градуи¬ 
рованной мензурке. 
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наше время является орудием практики? Конечно, истинность 
геометрии Евклида подтверждена практической деятельностью 
людей в принципе не менее, чем истинность учения о числе 
Однако имеется ряд соображений, говорящих, что и здесь целесо¬ 
образно использовать арифметическую модель 1 . Отметим в этой 
связи только следующее. Такая модель позволяет доказать, что 
точность геометрии Евклида и учение о числе находятся, в прин¬ 
ципе, на одном уровне; при помощи геометрических моделей это 
доказать невозможно. Когда такого рода точность геометрии Ев¬ 
клида установлена, из ее объектов можно создавать модели для 
доказательства объективности и точности других математических 
теорий — геометрии Лобачевского, Римана и т п 

Как будет показано далее, сказанное о точности математи¬ 
ки не противоречит тому, что ее развитие идет от знания неполно¬ 
го к знанию более полному, более глубокому, что в ней могут 
быть даже гипотезы. 

Говоря о практике как критерии истины, неправильно утвер¬ 
ждать, что каждая новая математическая теория сразу может 
быть подтвержена или опровергнута практикой; последняя про¬ 
износит решающее слово порой значительно позже. Сама практи¬ 
ка развивается, и что ей не под силу сегодня, может быть прео¬ 
долено ею завтра. Когда Н. И. Лобачевский развил гиперболи¬ 
ческую геометрию, эта геометрия не имела никаких реальных 
прообразов и практических подтверждений. Более того, казалось, 
что практика подтверждает только геометрию Евклида. Это об¬ 
стоятельство было основной причиной, побуждавшей даже 
крупнейших математиков второй и третьей четвертей XIX века 
относиться к гиперболической геометрии осторожно или открыто 
враждебно. Но уже после смерти Н. И. Лобачевского Э Бельт- 
рами обнаружил, что в пространстве Евклида на кусках поверх¬ 
ностей постоянной отрицательной кривизны частично осуществ¬ 
ляется планиметрия Лобачевского; роль прямых при этом играли 
геодезические линии 2 . В дальнейшем Ф. Клейн и А. Пуанкаре 
сконструировали модели трехмерного пространства Лобачевско¬ 
го и тем доказали, что утверждения гиперболической геометрии в 
той же мере объективны, что и истины геометрии Евклида 3 . Ког¬ 
да затем были сконструированы модели гиперболического прост¬ 
ранства арифметической природы, точность геометрии Лобачев¬ 
ского стала на уровень точности учения о числе. Кроме того, ис¬ 
тинность и практическая значимость неевклидовых геометрий 
(Лобачевского и Римана) была подтверждена не только мате- 


1 Эти соображения будут указаны в третьей части «Очерков», посвящен¬ 
ной аксиоматическому методу. 

2 Э Бельтрами Опыт представления неевклидовой геометрии, Теория 
пространств постоянной кривизны. Сб. «Об основаниях геометрии», изд 2. 
Казань, 1895 

3 См В Ф Каган Основания геометрии, т II М, Гостехиздат, 1956, 
гл XIII и XVIII 
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матикой (например, исследованиями А. Пуанкаре о так называ¬ 
емых фуксовых функциях), но и физикой (теория относительнос¬ 
ти, учение о строении материи). 

Следовательно, хотя практика в конечном счете является 
единственным критерием истины, ее данные нельзя абсолютизи¬ 
ровать. Этот факт со всей решительностью подчеркивал В. И. Ле¬ 
нин. «Точка зрения жизни, практики, — писал он, — должна быть 
первой и основной точкой зрения теории познания. И она приво¬ 
дит неизбежно к материализму, отбрасывая с порога бесконеч¬ 
ные измышления профессорской схоластики *. Конечно, при этом 
не надо забывать, что критерий практики никогда не может по 
самой сути дела подтверждать или опровергнуть полностью ка¬ 
кого бы то ни было человеческого представления. Этот критерий 
тоже настолько «неопределенен», чтобы не позволить знаниям че¬ 
ловека превратиться в «абсолют», и в то же время настолько 
определенен, чтобы вести беспощадную борьбу со всеми разно¬ 
видностями идеализма и агностицизма» 1 2 . 

Заметим, наконец, что практика играет решающую роль и 
при обосновании математических теорий 3 . 

Итак, математика использует понятие точности в том же 
смысле, как оно истолковывается и употребляется в науке в це¬ 
лом: точно то, что наиболее правильно отражает 
изучаемые стороны явлений действительного 
мира 


Глава вторая 

ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ТЕОРИИ 

1. Цель и средства обоснования математики. 

Математическая строгость 

Энгельс указывал, что закономерный характер явлений 
действительного мира налагает на науку обязательство дока¬ 
зывать истинность выдвигаемых ею утверждений. Это обстоя¬ 
тельство подчеркивал и В. И. Ленин. «Теоретическое познание,— 
писал Ленин, — должно дать объект в его необходимости, в его 
всесторонних отношениях, в его противоречивом движении ап 
ип(1 Шг $ісЬ» 4 . С гносеологической точки зрения решение этой 


1 В. И. Ленин имел здесь в виду в первую очередь Э. Маха и следовавших 
за ним идеалистов. 

2 В. И. Л ей и и. Материализм и эмпириокритицизм. Поли. собр. соч., т. 18, 
стр. 145—146. 

3 Об этой стороне вопроса мы будем говорить дальше, во второй и треть¬ 
ей частях этой книги. 

4 В. И. Л е и и и. Конспект книги Гегеля «Наука логики». Поли. собр. соч., 
т. 29, стр. 193 («ап ип(1 Шг зісЬ» в переводе на русский язык означает «в себе 
и для себя». — В. М.) Ср.: Г. В. Ф. Г е г е л ь. Энциклопедия, ч. 1. М.—Л., Соц- 
экгиз, 1929, стр. 32 и 67. 
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задачи в отношении математики есть решение задачи ее обосно¬ 
вания, построения как теории. 

Математики начинают построение своих теорий с абстракций 
от материального содержания изучаемых пространственных 
форм и количественных отношений объектов реального мира; это 
позволяет выделить объекты исследований в чистом виде. «Но что¬ 
бы быть в состоянии исследовать эти формы и отношения в чис¬ 
том виде, — писал Ф. Энгельс, — необходимо совершенно отде¬ 
лить их от их содержания, оставить это последнее в стороне как 
нечто безразличное; таким путем мы получаем точки, лишенные 
измерений, линии, лишенные толщины и ширины, разные а и Ь, 
х и у, постоянные и переменные величины...» 1 . 

Абстрагирование от материального содержания объектов ис¬ 
следований только необходимая предпосылка к созданию ма¬ 
тематических теорий. Такого рода абстракции в той или иной ме¬ 
ре были выполнены давно — на начальном этапе развития мате¬ 
матики (Египет, Вавилон, Китай, Индия и особенно Греция). 
В дальнейшем, при развитии математических теорий большей 
общности, пришлось переходить к абстракциям более въісокой 
ступени, отвлекаться от качественных особенностей рассматрива¬ 
емых в чистом виде количественных отношений и пространст¬ 
венных форм. Для этого (как указывалось в главе о предмете 
математики) пришлось сделать переменными не только объекты 
исследований( например числа), но также отношения и связи ме¬ 
жду ними (отношения типа «больше», операции над объектами 
и т. п.). Так, в алгебре говорят об операциях над а и Ь и т. д., но 
конкретный смысл переменных а и 6, как правило, не раскрыва¬ 
ют. Большая абстрактность присуща понятиям теории групп, ко¬ 
лец, полей, проективной геометрии и т. п. 

Математика стала наукой только благодаря развитию абст¬ 
рактных понятий, только благодаря тому, что эти понятия впос¬ 
ледствии стали самостоятельными объектами математических ис¬ 
следований и орудиями разнообразных приложений математики. 

Научные абстракции, в том числе и математические, выделяют 
(отражают) в чистом виде общие и существенные признаки изу¬ 
чаемых объектов, их отношений и связей. Благодаря этому на¬ 
учные абстракции помогают находить другие свойства изучаемых 
объектов и тем способствуют развитию науки и ее приложений. 
Научные абстракции — это « сокращения , в которых мы охваты¬ 
ваем, сообразно их общим свойствам, множество различных 
чувственно воспринимаемых вещей» 2 . Следовательно, чем абст- 


1 Ф. Энгельс. Анти-Дюринг. В кн.: К- Маркс и Ф. Энгельс Со¬ 
чинения, т. 20, стр. 37. 

2 Ф. Энгельс. Диалектика природы. В кн.: К Маркс и Ф. Энгельс 
Сочинения, т. 20, стр. 550. См. также: А. Л. Субботин. Идеализация как 
средство научного познания. Сб «Проблемы логики научного познания» М, 
«Наука», 1964. 
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рактнее научное понятие или утверждение, тем на большее мно¬ 
жество вещей оно распространяется. Последнее обстоятельство 
имеет для математики первостепенное значение. Алгебра решает 
вопросы, не разрешимые средствами арифметики. Это обусловле¬ 
но тем, что алгебра сохраняет в своих абстракциях общие и су¬ 
щественные свойства рассматриваемых в ней объектов, их отно¬ 
шений и связей. Например, когда в алгебре обосновывают общий 
метод решения квадратного уравнения ах 2 + Ьх + с = 0, то кон¬ 
кретная природа параметров а у Ь у с и искомых х остается «в те¬ 
ни»; известно, однако, что они принадлежат некоторому полю, 
благодаря чему и удается найти необходимую формулу. Исполь¬ 
зуя аксиомы Евклида, мы доказываем различные теоремы гео¬ 
метрии, например теорему о сумме углов треугольника. Разве мо¬ 
жно было бы все это сделать, если бы в понятии поля и в акси¬ 
омах геометрии не были отражены наиболее общие и 
существенные свойства объектов, изучаемых в алгебре и геомет¬ 
рии? Конечно, нет! 

Аналитическая геометрия Декарта — Ферма, в сравнении с 
геометрией Евклида, более абстрактна. Это обусловлено тем, что 
в аналитической геометрии, благодаря методу координат, иссле¬ 
дование геометрических форм осуществляется средствами алгеб¬ 
ры. В этой связи аналитическая геометрия позволила вскрыть 
внутренние связи и единство многих геометрических фактов, кото¬ 
рые в геометрии Евклида рассматривались и изучались как изо¬ 
лированные. Именно поэтому методы аналитической геометрии 
позволили решить ряд геометрических задач, оставшихся нераз¬ 
решимыми в сфере действия геометрических методов Евклида. 

Абстрактные объекты изучаются в математике в их взаимных 
связях. Чтобы установить свойства этих объектов, необходимо 
предварительно выявить закономерности и свойства множеств 
этих объектов. Нередко при этом оказывается, что множеству 
объектов присуще свойство, которым не обладает некоторое под¬ 
множество этого множества. Так, понятие рационального числа 
является частным случаем понятия действительного числа (мно¬ 
жество рациональных чисел есть подмножество множества дейст¬ 
вительных чисел). Вместе с тем анализ структуры множества 
действительных чисел показывает, что ему присуща непрерыв¬ 
ность, которой множество рациональных чисел не обладает. 
Только благодаря этому факту множество действительных чисел 
является фундаментом классического математического анализа; 
опираясь на него, можно развить теорию пределов и доказать 
основные свойства непрерывных функций. 

Переход от множества рациональных чисел к множеству 
действительных чисел — этап в обобщении понятия числа. Но 
обобщение математических понятий и теорий — это одна из ос¬ 
новных форм логического развития содержания математики в 
целом. Как правило, обобщение в математике как форма перехо- 
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да от частного к общему имеет целью выделение в общем того, 
чего нет в частном, благодаря чему удается лучше изучить част¬ 
ное. 

В современной математике абстрагирование достигло высо¬ 
кого уровня. Вместе с тем современная математика помогает ес¬ 
тествознанию и технике решать сложнейшие вопросы, не разре¬ 
шимые средствами математики предшествующих столетий. 

В. И. Ленин писал: «Мышление, восходя от конкретного к 
абстрактному, не отходит — если оно правильное... от истины, а 
подходит к ней. Абстракция материи , закона природы, абстрак¬ 
ция стоимости и т. д., одним словом, все научные (правильные* 
серьезные, не вздорные) абстракции отражают природу глубже* 
вернее, полнее» 1 . 

В чем гарантия того, что в определении математического по¬ 
нятия выделены действительно существенные признаки объек¬ 
тов некоторой — конкретной или абстрактной — области? 

Если математическое понятие «работает» — позволяет дока¬ 
зывать (объяснять), находить и предвидеть новое, — значит, его> 
признаки хотя бы отчасти существенны! 

В математике могут использоваться любые абстракции, в том 
числе и все более высоких порядков (абстракции от абстракций), 
если содержащая их теория может быть применена на практике* 
т. е. если они допускают исключение из теории посредством их 
реального истолкования. Такое исключение может быть осущест¬ 
влено с помощью объектов другой математической теории, ис¬ 
пользующей абстракции более низких порядков (относительное 
исключение) 2 . 

С чего должно начаться логическое развитие содержания 
каждой математической теории? Иначе говоря, с чего надо на¬ 
чинать теоретическое построение математических теорий? Не бу¬ 
дет ли естественным начать логическое развитие математичес¬ 
ких теорий с реального, с действительных предпосылок, т. е. идти 
от конкретного к абстрактному, к общим законам? Всем знакомы 
объекты, которые мы называем шаром, пирамидой, треугольника¬ 
ми, всем кажутся ясными понятия объема, площади и длины. 
Эти фигуры и их свойства изучаются в обычной (евклидовой) 
геометрии. Не будет ли поэтому правильным начать логическое 
развитие содержания геометрии Евклида с изучения основных 

* В. И. Л е н и н. Конспект книги Гегеля «Наука логики». Поли. собр. соч., 
т. 29, стр. 152. 

2 См.: С. Яновская. Проблемы введения и исключения абстрак¬ 
ций более высоких (чем первый) порядков. Доклады на симпозиуме в Вар¬ 
шаве (сентябрь 1961 года), ТНе Роипбаііоп о! ЗіаіешепЬ ап(1 Эесізіопз, 
Ргосеегііп^з о! іНе Іпіегпаііопаі Соііочиіиш оп МеІЬосІоІо^у о! Зсіепсез- 
Ііеісі 1п ѴѴагз 2 а\ѵа, 18—23 ЗерІетЬег, 1961. Варшава, 1965. См. также. 
П. Д. Г о р с к и й. О процессе идеализации и его значении в научном познании. 
«Вопросы философии», 1963, № 2; Л. Тон дл. О познавательной роли абстрак¬ 
ции. Сб. «Мировоззренческие и методологические проблемы абстракции», пер. с 
польского. М., ИЛ, 1960. 
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геометрических фигур и их свойств? Понятия функции, производ¬ 
ной и интеграла представляют собой главные объекты исследо¬ 
ваний математического анализа. Не будет ли правильным и здесь 
начать с изучения этих понятий, не предпосылая, как теперь при¬ 
нято, изложения теории пределов? 

Как бы ни казалось естественным начинать логическое обос¬ 
нование содержания математических теорий с изучения основ¬ 
ных объектов их исследований, к цели это не приведет. 

К. Маркс показал, что метод перехода от конкретного к аб¬ 
страктному, общему не может дать политической экономии до¬ 
статочного теоретического обоснования. Если при теоретическом 
развитии политической экономии придерживаться такого мето¬ 
да, то, писал К- Маркс, следует начать анализ с населения, так 
как оно является субъектом и основой общественного производст¬ 
ва. Однако население состоит из классов; значит, о населении ни¬ 
чего нельзя сказать, не дав предварительно анализа его классо¬ 
вого деления. Классовое деление общества обусловлено отно¬ 
шением людей к средствам производства; следовательно, еще 
раньше надо проанализировать эту коренную причину классово¬ 
го деления общества. «Таким образом, если бы я, — заключил 
К. Маркс, — начал с населения, то это было бы хаотическое пред¬ 
ставление о целом, и только путем более близких определений я 
аналитически подходил бы к все более и более простым поняти¬ 
ям: от конкретного, данного в представлении, к все более и бо¬ 
лее тощим абстракциям, пока не пришел бы к простейшим опре¬ 
делениям. Отсюда пришлось бы пуститься в обратный путь, пока 
я не пришел бы, наконец, снова к населению, но на этот раз не как 
к хаотическому представлению о целом, а как к богатой сово¬ 
купности, с многочисленными определениями и отношениями» *. 

Точно так же, если начать логическое обоснование геометрии 
с изучения и описания сложных геометрических фигур, то можно 
дать только хаотическое представление об их свойствах. Если 
пойти по такому пути, то, скажем, изучая площадь поверхности 
многогранника, придется обратиться к изучению площадей его 
граней (многоугольников), для чего в свою очередь надо на¬ 
учиться находить площадь прямоугольника. Чтобы научиться вы¬ 
числять последнюю, придется изучить свойства прямоугольни¬ 
ка — его сторон, углов и т. д., т. е. в конечном счете подойти к 
самым простым и вместе с тем самым общим элементам геомет¬ 
рии— точке, прямой, отрезку, углу, к тому, в каких взаимных 
связях они могут выступать. Значит, и здесь придется сначала 
выделить простейшие понятия, определяющие отношения и отно¬ 
сящиеся к ним общие законы, и, отправляясь от них, повторить 
весь пройденный путь, но уже в обратном порядке. Только тогда 
цель будет достигнута; изучаемые геометрические формы высту- 


1 К. Маркс. Метод политической экономии. В кн * К- Маркс и Ф. Э н- 
ге л ьс Сочинения, т. 12, стр. 726. 
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пят во всем богатстве их свойств и взаимосвязей. В отношении 
математического анализа это еще более очевидно; понятия про¬ 
изводной и интеграла непосредственно определяются при помощи 
понятия предела. 

К. Маркс не только показал, что в политической экономии 
движение от конкретного к общему не может дать ей достаточ¬ 
ного теоретического обоснования, но и раскрыл основную причи¬ 
ну этого факта. «Конкретное, — писал К. Маркс, — потому кон¬ 
кретно, что оно есть синтез многих определений, следовательно, 
единство многообразного. В мышлении оно поэтому выступает 
как процесс синтеза, как результат, а не как исходный пункт, хо¬ 
тя оно представляет собою действительный исходный пункт и, 
вследствие этого, также исходный пункт созерцания и представ¬ 
ления» *. Сказанное Марксом полностью справедливо и в отноше¬ 
нии математики, физики, механики и других наук. 

Тот факт, что при теоретическом построении математики, ме¬ 
ханики и других наук придерживаются метода восхождения от 
общего, абстрактного к конкретному, а не наоборот, общеизве¬ 
стен и может быть иллюстрирован на самых разнообразных при¬ 
мерах. Классический образец такого восхождения дает матема¬ 
тика, особенно те ее разделы, где проведена аксиоматизация. Это 
же справедливо и для естествознания, пользующегося математи¬ 
ческими методами. Так, в статике роль исходного пункта такого 
«восхождения» играет предложение о параллелограмме сил, в 
динамике — лагранжевы дифференциальные уравнения движе¬ 
ния, в электродинамике — уравнения Максвелла. 

При логическом развитии математических теорий необходимо 
идти от общих понятий и общих положений к их конкретизации 
в этих теориях. Только этот метод теоретического обоснования 
математических теорий позволяет придать последним ту форму, в 
которой их содержание может выступать в его необходимос¬ 
ти, в его диалектическом развитии. 

Когда в математических теориях выделены исходные общие 
понятия и положения, математики стараются оправдать их — 
установить их объективность и точность 1 2 . Как уже отмечалось, 
сделать это порой удается не сразу. В этой связи приведем сле¬ 
дующий пример. Когда Г. Кантор развил общее учение о мно¬ 
жествах, он установил, что решение многих фундаментальных 
проблем математики приводится к решению такого вопроса, су¬ 
ществует ли множество, мощность которого больше мощности 
множества натуральных чисел, но меньше мощности множества 
действительных чисел? Последний вопрос Г. Кантор не решил. 


1 К Маркс Метод политической экономии Вкн К Маркс и Ф Эн¬ 
гельс Сочинения, т 12, стр 727. 

2 Как это делают, говорилось в последнем параграфе предшествую¬ 
щей главы 
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Учитывая данные практики математических исследований, он вы¬ 
сказал предположение, что такого множества не существует. Это 
предположение назвали гипотезой континуума *. В 1940 году 
К. Гёдель доказал, что допущение истинности гипотезы конти¬ 
нуума не может привести в аксиоматизированной теории мно¬ 
жеств к противоречию 1 2 . В 1963 году П. Дж. Коэн доказал, что 
гипотеза континуума не зависит от исходных аксиом теории мно¬ 
жеств 3 . Этот результат он доложил на Международном конгрес¬ 
се математиков в Москве в 1966 году 4 . Современная математи¬ 
ка знает и иные гипотезы 5 . 

Гипотезу континуума можно назвать явной. Она точно сфор¬ 
мулирована в терминах теории множеств. Но в математике ис¬ 
пользуются также гипотезы неявные, скрытые. Это предположе¬ 
ния, точно не сформулированные. Они «подсознательно» счита¬ 
ются совершенно очевидным и используются в математике как 
истины всеобщие, не допускающие никаких исключений. Скры¬ 
тые математические гипотезы имеют обычно своим основанием 
показания практики исследований и приложений математики. 
Если в течение достаточно большого периода времени внимание 
ученых направлено на объекты (абстрактные и реальные), удов¬ 
летворяющие требованиям гипотезы, она постепенно становится 
«незримым» компонентом их исследований и доказательств. 
Когда появляются отдельные факты, противоречащие скрытой 
гипотезе, математики и философы относят их к области парадок¬ 
сов. Но когда число таких фактов растет, а их роль в исследова¬ 
ниях и приложениях математики становится все более значи¬ 
тельной, скрытая математическая гипотеза анализируется, полу¬ 
чает явную формулировку и становится утверждением с точно 
очерченными границами его действия. Этот анализ и уточнение 
«содержания и границ действия неявных гипотез осуществляются 
преимущественно на основе выявления реального смысла фак¬ 
тов, относимых ранее к области парадоксов. Вот пример скрытой 
тиатемэтической гипотезы. 


1 О гипотезе континуума и ее роли в учении Г. Кантора о множествах 
см. ниже (часть II, гл. II). 

2 К. О 6 сі е 1. ТНе сопзізіепсу о! (Не ахіош о! сНеісе апсі оі (Не ^епегаНхесІ 
•сопііпииш Н,уро(Незіз ѵ/ііЬ ІНе ахіотз о! зе( (Неогу. Аппаіз оі Ма(Н. $(и- 
сііез. N. 3, 1940. См.' русский перевод под ред. А. А. Маркова этой работы Гёде- 
.ля: «Успехи математических наук», 3, № I, 1948. 

3 Р. і. С о Н е п. ТНе іпсіерепсіепсе оі ІНе сопИпииш Нуро(НезІ5. I. Ргос. Ыа(. 
Асаб. 5сі. 115А, 50, 1963, 1143—1148; II—1964, 51, 105—110. Русский пере¬ 
вод см. в сб. «Математика», 9:4 (1965). М., «Мир». 

4 Р. 3. С о Н е п. ТНе іпсіерепсіепсе о! ІНе ахіош о! сНоісе апсі (Не соп- 
(іпииш НуроІНезіз. В кн.: «Международный конгресс математиков. Тезисы 
докладов по приглашению». М., 1966, стр. 43. См. более подробно: П. Дж. Коэн. 
В кн.: Теория множеств и континуум-гипотеза, пер. с англ. М., «Мир», 1969. 

5 См.: С. У л а м. Нерешенные математические задачи, пер. с англ. М., 
«Наука». 1964. Е. СаІІапсІгеаи. СёІёЬгез РгоЫёшез таіНётаіічиез. 
Рагіз, 1949. 
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Долгое время ученые, логики и философы считали, что 
обычная логика, основы которой разработал Аристотель, являет¬ 
ся наукой, законы и правила которой можно использовать в лю¬ 
бой отрасли знания без всяких ограничений. До конца XIX века 
математики принимали это гипотетическое предложение без¬ 
оговорочно; они нигде и никогда не встречались с фактами, ему 
противоречащими. Впервые эта гипотеза была поставлен - под со¬ 
мнение в связи с обнаружением парадоксов в теории множеств 
Г. Кантора. Рост числа такого рода парадоксов и анализ их ло¬ 
гической структуры показали, что законы и правила формальной 
логики не универсальны. Отсюда следовало, что необходимой 
предпосылкой научно выдержанного обоснования математиче¬ 
ской теории является выявление и точное перечисление тех зако¬ 
нов и правил логики, какие можно использовать в этой теории. 
Этот вывод сыграл решающую роль в постановке задачи полной 
формализации математических теорий. 

Когда объективность исходных посылок теории установлена, 
при их помощи доказывают теоремы, т. е. представляют факти¬ 
ческое содержание данной математической теории в его взаим¬ 
ных связях, иначе — в его логической необходимости. Тем самым 
на деле дают объективное (для соответствующего периода раз¬ 
вития математики) описание изучаемых данной теорией коли¬ 
чественных отношений и пространственных форм в их чистом ви¬ 
де. Ф. Энгельс указывал, что «выведение математических вели¬ 
чин друг из друга, кажущееся априорным, доказывает не их апри¬ 
орное происхождение, а только их рациональную взаимную 
связь» К 

Как математики, так и представители естественнонаучных 
дисциплин, применяющих математические методы, начинают по¬ 
строение своих теорий с установления основных положений, из 
которых они стараются вывести другие утверждения теорий. Од¬ 
нако в дальнейшем пути математиков и естествоиспытателей 
существенно расходятся. Последние стараются подтвердить сде¬ 
ланные ими заключения из основных посылок (гипотез и т. п.) 
экспериментальным, опытным путем. Совпадение показаний экс¬ 
периментов с утверждениями теорий рассматриваются при этом 
не только как подтверждение последних, но и как подтвержде¬ 
ние ее основных посылок. 

Напротив, при развитии содержания каждой математической 
теории эксперименты, опыты, подобные тем, какие ставятся в фи¬ 
зике, биологии и других науках, никакой роли не играют. Мате¬ 
матика доказывает свои утверждения (теоремы) на базе исход¬ 
ных посылок, только посредством логических умозаключений. 
Для математика опыт, эксперимент — это в лучшем случае спо¬ 
соб наведения на математическую истину, которую, однако, в 


1 Ф. Энгельс. Анти-Дюринг. Вкн К. Маркс и Ф. Энгельс Со¬ 
чинения, т 20, стр 37. 

7 В. Н. Молодшня 


97 




дальнейшем надо доказать чисто логическим путем. Вот простой 
пример, подтверждающий сказанное. 

Изучая циклоиду 1 , Галилей заинтересовался вопросом — во 
сколько раз площадь фигуры, ограниченной одной ветвью цикло¬ 
иды и осью ОХ, больше площади порождающего круга. Не распо¬ 
лагая математическими средствами решения поставленного во¬ 
проса 2 , Галилей постарался угадать искомый ответ при помощи 



физического опыта. Он взял однородную металлическую пластин¬ 
ку одинаковой толщины и аккуратно вырезал из нее круг и фи¬ 
гуру, ограниченную одной ветвью циклоиды и осью ОХ. Затем 
он взвесил эти материальные модели и нашел, что вес первой в 
три раза меньше веса второй. Учитывая свойства пластинки, Га¬ 
лилей заключил, что площадь первой фигуры в три раза мень¬ 
ше площади второй. Однако Галилей не счел проведенный им 
опыт доказывающим найденное отношение площадей рассматри¬ 
ваемых фигур. С этим согласились и другие математики. Резуль¬ 
тат Галилея получил всеобщее признание лишь тогда, когда он 
был доказан чисто математически. 

Приведенный пример не дезавуирует, конечно, роли экспери¬ 
мента, неполной индукции и аналогии как средств наведения на 
математическую истину. «В самой математике, — писал Лап¬ 
лас,— главные средства достижения истины — индукция и ана¬ 
логия» 3 . Раньше эту же мысль отстаивал Л. Эйлер 4 . Известно, 
что Б. Риман нашел важнейшие свойства аналитических функ¬ 
ций «экспериментально», изучая их с помощью поверхностей, ны- 


1 Циклоидой называют кривую (рис. 8), которая описывается точкой 
круга, катящегося (в рассматриваемом примере без скольжения) по 
оси ОХ. Когда круг сделает один полный оборот, точка М вычертит одну 
ветвь циклоиды — кривую АШіАІ* 

2 Во времена Галилея необходимые для решения этой задачи методы ма¬ 
тематического анализа только начали разрабатываться. 

3 П. Лаплас. Опыт философии теории вероятностей, пер. с франц. М, 
1908, стр. 7. 

4 См.: Д. Пой а. Математика и правдоподобные рассуждения, пер. с 
англ. М., ИЛ, 1957, стр. {21. 
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не носящих его имя 1 . На таких путях математики порой воспро¬ 
изводят и каркас точного математического доказательства. Л. Эй¬ 
лер установил зависимость между числами граней, ребер и вер¬ 
шин выпуклых многогранников и, по-видимому, наметил доказа¬ 
тельство этой зависимости, рассматривая и деформируя различ¬ 
ные виды таких многогранников 2 . 

Прав был С. Н. Бернштейн, который (в докладе на Втором 
съезде преподавателей математики) говорил, что в преподавании 
логическое доказательство достоверности истины является не 
более важным, чем нахождение тех интуитивных образов, .кото¬ 
рые делают истину правдоподобной. 

Вместе с тем нельзя не отметить, что наблюдение, экспери¬ 
мент и неполная индукция не всегда способны подсказать мате¬ 
матикам правильные заключения. Это подтверждает история те¬ 
ории чисел. П. Ферма высказал гипотетическое утверждение, что 

число 2 8/т -М, при любом натуральном /г, есть число простое. Фер¬ 
ма высказал это утверждение, проверив его правильность для 
п — 1, 2, 3 и 4. Эйлер опроверг утверждение Ферма; он показал, 

что число 2* 5 +1 —4 294 967 297 делится на 641. В этой связи Эйлер 
утверждал, что свойства чисел, опирающиеся на неполную индук¬ 
цию, нельзя считать достоверными «до тех пор, пока они не бу¬ 
дут подкреплены аподиктическими доказательствами либо вовсе 
опровергнуты» 3 * . 

Чем в конечном счете обусловлены различия в способах тео¬ 
ретического обоснования утверждений математики и истин ес¬ 
тествознания? Конечно, не различным отношением этих областей 
знания к изучаемой в них действительности и не принципиально 
различной (как иногда думают) ролью в них практики. Мы ви¬ 
дели, что и в математике, как и в любой другой науке, практика 
играет роль основы познания и критерия истинности его резуль¬ 
татов. Эксперимент, опыт — вообще практика — входит в матема¬ 
тику, как и в другие разделы естествознания; только в матема¬ 
тику они входят не непосредственно, как, скажем, в биологию, а 
через основные посылки и логику. 

Почему же в математике признаются только чисто логичес¬ 
кие доказательства? Особенности теоретического построения (ло¬ 
гического развития) теории надо искать в первую очередь в осо¬ 
бенностях ее предмета. В отличие от других отраслей естество¬ 
знания, математика изучает только количественные отношения 

1 Б. Риман. Основы общей теории функций одной комплексной пере¬ 
менной. Сочинения. М.—Л., ОГИЗ, 1948; Ф. Клейн. Лекции о развитии мате¬ 
матики в XIX столетии, ч. 1. М.—Л., ОНТИ, 1937, гл. VI, особенно стр. 295—301. 

2 См. Д. П о й а. Математика и правдоподобные рассуждения, пер. с 
англ. М, ИЛ, 1957, стр. 56—73. Дж. Платт. Метод строгих выводов. «Воп¬ 
росы философии», 1965, № '9. 

3 См: И. Г. Мельников. Эйлер и его арифметические работы «Исто¬ 
рико-математические исследования», вып. X. М, Гостехиздат, 1957, стр 211— 

229. 
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и пространственные формы, безразличные (в известных грани¬ 
цах) к их качественному содержанию. Количественные отноше¬ 
ния и пространственные формы изучаются в математике в их 
взаимных связях, не зависящих от качественного содержания ве¬ 
щей. Это обстоятельство является решающей причиной, создаю¬ 
щей в математике необходимость использовать только логические 
доказательства. Кроме того, мы видели, что каждая математи¬ 
ческая теория допускает в принципе бесчисленное множество раз¬ 
личных интерпретаций. Значит, установив выполнимость теоре¬ 
мы теории в одной или нескольких ее интерпретациях, мы еще не 
получаем общего доказательства теоремы. Если же эта теорема 
доказана чисто логически, т. е. только на основе исходных посы¬ 
лок и правил логики, то она верна для соответствующих объектов 
любой интерпретации теории, т. е. истинность ее установлена во 
всей общности. 

Проверка, эксперимент в математике не могут «преодолеть» 
два рода бесконечности: бесконечного разнообразия возможных 
осуществлений каждого утверждения внутри любой интерпре¬ 
тации теории и качественного разнообразия бесконечного мно¬ 
жества ее интерпретаций — бесконечности «вглубь» и бесконеч¬ 
ности «вширь». 

Отметим, что в силу рассмотренной особенности логического 
обоснования математики вопрос об истинности утверждений лю¬ 
бой математической теории всецело сводится к вопросу об ис¬ 
тинности ее исходных посылок. Как мы видели, это обстоятельст¬ 
во играет существенную роль в том, что точность каждой (прак¬ 
тически каждой) математической теории может быть поднята 
до уровня точности арифметики. 

Правильные принципы служат не только для логического 
обоснования содержания теории. «Настоящая законная научная 
теория, — писал И. П. Павлов, — должна не только охватывать 
весь существующий материал, но и открывать широкую возмож¬ 
ность дальнейшего изучения» 

«Роль понятий, посредством которых осуществляется логи¬ 
ческое истолкование природы, — писал Риман, — заключается не 
только в том, чтобы в каждый момент дополнить восприятия, но 
и в том, чтобы предусматривать заранее необходи¬ 
мо с т ь» 1 2 . 

В каждой математической теории создание фундамента и 
представление ее фактического содержания в его взаимных связях 
также преследует действенную цель — обосновать в связи с этим 
новые, более сильные методы исследований и решения задач те¬ 
ории. И это, конечно, главное. Правильность и границы научного 


1 И. П. П а в л о в. Двадцатилетний опыт. М.—Л., Биомедгиз, 1938, стр 566. 

2 Б. Риман. Сочинения. М.—Л., Гостехиздат, 1948, стр. 461 (Выделено 
мною. — В. М.). См. также: Г. Герц. Три картины мира. Сб. «Новые идеи в 
философии». СПб., 1914, стр. 65. 
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предвидения, основанные на применении математических методов, 
существенно зависят от возможности делать точные заключения 
из общих принципов математики, посылок и утверждений ее от¬ 
дельных теорий. В учении о числе, алгебре и математическом 
анализе, в теории рядов и других разделах математики способ¬ 
ность предусматривать и находить новые факты, как правило, 
органически связана с тем, насколько их принципы могут помочь 
разработке исчислений и действенных алгоритмов, необходимых 
для решения однотипных задач этих теорий. Именно поэтому ма¬ 
тематики в ходе своей реальной работы судят о ценности науч¬ 
ных приемов обоснования математических теорий в первую оче¬ 
редь по значимости получаемых при их помощи результатов. Вот 
примеры, подтверждающие сказанное. 

Арифметика натуральных чисел может быть развита на раз¬ 
личных, равносильных друг другу системах аксиом. Однако отда¬ 
ют предпочтение той из них, в которой сразу дана аксиома ин¬ 
дукции, существенно необходимая при всех изысканиях, касаю¬ 
щихся свойств натуральных чисел и позволяющая обосновать 
различные арифметические алгоритмы — алгоритмы сложения и 
умножения, алгоритм делимости и т. п. *. 

В геометрии Евклида аксиома параллельности эквивалентна 
теореме о сумме углов треугольника. Следовательно, с чисто ло¬ 
гической точки зрения ничто не может нам помешать изъять из 
системы аксиом Евклида аксиому параллельности и поставить 
на ее место утверждение: сумма углов треугольника равна 2д. 
Однако на такую замену никто не пошел, потому что при дока¬ 
зательстве важнейших предложений геометрии Евклида (учение 
о подобии, о площадях и объемах) и при решении большого ко¬ 
личества задач, в том числе и прикладного характера, удобнее 
пользоваться именно аксиомой параллельности. 

Когда Гильберт разработал полную систему аксиом геомет¬ 
рии Евклида, этим было сделано многое в логической разработке 
ее основ. Благодаря этому Гильберт смог глубже проникнуть* в 
конкретное содержание различных геометрий (Евклида, Лоба¬ 
чевского, Римана), развить неархимедову, недезаргову и непас- 
калеву геометрии, в новом направлении развить учение о площа¬ 
дях и объемах. Аксиоматический метод Гильберта принес исклю¬ 
чительно важные результаты не только в математике, но и дале¬ 
ко за ее границами. 

Начатое еще Коши развитие теории пределов явилось 
значительным шагом в логической разработке основ математи¬ 
ческого анализа; вместе с тем теория пределов оказалась дей¬ 
ственным инструментом исследований и решения задач ма¬ 
тематического анализа и многих других разделов математики. 


1 Почему в арифметике натуральных чисел аксиома индукции играет 
главенствующую роль, будет выяснено в третьей части «Очерков», посвящен¬ 
ной аксиоматическому методу. 
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История показывает, что в математике долго живут и со¬ 
вершенствуются те -способы обоснования ее теорий, благодаря 
которым эти теории совершенствуют свою действенную 
силу, служат делу развития самой математики и других 
разделов естествознания и техники. 

Успех обоснования математической теории определяется 
еще и тем, насколько общи ее принципы, т. е. насколько ши¬ 
роко описана в них сущность предмета исследований тео¬ 
рии во всех его различных возможных проявле¬ 
ниях. В. И. Ленин указывал: «Совокупность всех сторон явле¬ 
ния, действительности и их (взаимо) отношения — вот из чего 
складывается истина» *. Всеобщность обоснования математики 
позволяет познавать все богатство содержания конкретных ко¬ 
личественных отношений и пространственных форм и создает 
для приложения методов математики предельно широкие воз¬ 
можности. Именно поэтому на всех этапах развития математи¬ 
ки как науки ученые старались дать математическим теориям 
наиболее общее обоснование. 

Имея в виду математику конца XIX и первой четверти XX 
века, Ф. Клейн писал: «Целью чистого математика является 
полная, до конца исследованная и глубоко продуманная сис¬ 
тема всех возможностей, которую представляет избранный 
предмет. Основным вспомогательным средством для этого яв¬ 
ляется строгое логическое разделение и классификация отдель¬ 
ных случаев. Поэтому искусственно построенные случаи пред¬ 
ставляют для него такой же, если не больший, интерес, как и ес¬ 
тественно развертывающиеся образы» 1 2 . 

В связи со сказанным выше отметим следующее. Однажды 
Кондорсе сказал, что Архимед и Эйлер вложили в свои матема¬ 
тические работы столько же фантазии, сколько вложил Гомер в 
свои поэмы. Роль творческой фантазии в развитии наук, в том 
числе и математики, неоднократно подчеркивали и классики 
марксизма-ленинизма. «Напрасно думают, — писал В. И. Ле¬ 
нин,— что она нужна только поэту. Это глупый предрассудок! 
Даже в математике она нужна, даже открытие дифференциаль¬ 
ного и интегрального исчислений невозможно было бы без фан¬ 
тазии» 3 . В наше время математики стремятся строить общие те¬ 
ории, охватывающие все виды рассматриваемых в них объектов. 
Они могут рассчитывать на получение положительных результа¬ 
тов, если обладают большой изобретательностью и, значит, дале¬ 
ко идущей фантазией. 


1 В. И. Л е н и н. Конспект книги Гегеля «Наука логики». Поли. собр. соч., 
т. 29, стр. 178. 

2 Ф. Клейн. Лекции о развитии математики в XIX столетии, ч. 1. 
М.—Л., ОНТИ, 1937, стр. 39. 

3 В. И. Ленин. Поли. собр. соч., т. 45, стр. 125. 
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Постановка проблемы, доказательство, методы исследования 
и решения задач — все совершаемое в математике считается 
строгим, если удовлетворяет требованиям, предъявляемым в со¬ 
ответствующий период времени к обоснованию математики 
Следозательно, понятие математической строгости 
не является п е р в о н а ч а л ьн ы м. Но, раз возникнув, по¬ 
нятие строгости в математике служит критерием выполнения тре¬ 
бований, предъявляемых к ее обоснованию и, следовательно, 
в принципе играет хотя и вспомогательную, но действенную 
роль. 

Не следует, конечно, думать, что на каждом историческом 
этапе существует единое толкование математической строгости, 
разделяемое всеми математиками. Понимание математической 
строгости зависит от того, как математики толкуют задачи обос¬ 
нования математических теорий, зависит от их мировоззрения 
и от широты и глубины их знаний. Но вместе с тем на каждом 
этапе развития математики в толковании математической стро¬ 
гости имеются некоторые общие черты, с которыми считаются 
почти все математики. В наше время едва ли можно найти мате¬ 
матика, который при строгом обосновании математического ана¬ 
лиза счел бы возможным обойтись без доказательства основных 
свойств непрерывных функций. Но много ли было таких матема¬ 
тиков в XVIII веке! 

Следует также подчеркнуть, что то, что сегодня считается не 
строгим и порой даже исключается из математики, в дальней¬ 
шем, после соответствующих уточнений и обобщений, может ока¬ 
заться строгим, полезным и станет действенным инструментом 
математики. Классический пример эволюции такого рода дает 
теория расходящихся рядов 1 . Эйлер первым стал работать с 
расходящимися рядами; он считал, что расходящиеся ряды 
имеют сумму, однако не в обычном, а в обобщенном смысле. 
Коши исключил расходящиеся ряды из математики, так как в 
развитой им концепции математического анализа они не имеют 
суммы и не находят применения. В течение нескольких десятков 
лет математики строго придерживались взглядов Коши. Но в 
конце XIX века, в связи с развитием понятия об обобщенном 
суммировании рядов, математики сделали из теории расходя¬ 
щихся рядов один из сильных инструментов современной мате¬ 
матики. 

Нередко говорят, что излишняя щепетильность математиков 
при выполнении требований математической строгости мешает 
развитию естествознания и техники, а порой даже и самой ма¬ 
тематике. Это, конечно, не так. Математическая строгость бы¬ 
вает разная. 


1 См: А И Гусев Бесконечные ряды у Леонарда Эйлера. Кандидат¬ 
ская диссертация. Институт истории естествознания и техники АН СССР, 1964. 
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Если понимание математической строгости отвечает передо¬ 
вым идеям науки, выполнение ее требований, как правило, при¬ 
водит к новым, порой совершенно неожиданным результатам, 
позволяет развить общие теории. Это та математическая стро¬ 
гость, которая в первую очередь помогает решению актуальных 
проблем науки и техники. Если же понимание математической 
строгости тормозит правильную постановку и решение новых 
задач математики и математического естествознания, его обоб¬ 
щают и уточняют. Этот процесс наиболее эффективен, когда 
связывается с развитием новых более действенных методов на¬ 
уки, с обобщением и уточнением ее принципов и методов дока¬ 
зательств *. Когда А. М. Ляпунов получил свои известные ре- 
зультагы, относящиеся к задаче об устойчивых формах равно¬ 
весия вращающейся жидкости, он существенно обобщил 
результаты А. Пуанкаре (полученные последним в аналогич¬ 
ном направлении) и исправил ошибочные заключения астро¬ 
нома Дарвина, основанные на выводах А. Пуанкаре. А. М. Ля¬ 
пунов получил эти результаты потому, что работал над создани¬ 
ем общей теории вопроса и подходил к вопросу с жесткими тре¬ 
бованиями строгости, а А. Пуанкаре ими пренебрег 1 2 . 

Имея в виду именно научную математическую строгость, 
П. Л. Чебышев рекомендовал учителям математики приучать 
учащихся к строгим доказательствам теорем, требовал не под¬ 
менять доказательство проверкой 3 . 

2. Алгоритмы 

В государствах древнего мира — Египте, Вавилоне, Китае, 
Индии и Греции — были разработаны и описаны вычислитель¬ 
ные процессы, осуществление которых представляло собой в 
каждом случае чисто «механическую» процедуру. Таковы, напри¬ 
мер, предписания для решения задач на вычисление «кучи» 4 и 
нахождения объема усеченной пирамиды с квадратным осно¬ 
ванием (египетские папирусы), для решения систем линейных 
уравнений (китайская математическая энциклопедия «Матема¬ 
тика в девяти книгах») и для нахождения общего наибольшего 
делителя двух натуральных чисел («Начала» Евклида) и т. п. 
На математическом языке подобные предписания называют 
алгоритмами (алгорифмами). 


1 См : С. А. Яновская О роли математической строгости в творчес¬ 
ком развитии математики и специально о «Геометрии» Декарта. «Историко¬ 
математические исследования», вып. XVII. М., «Наука», 1966. 

2 См. по этому вопросу А М Ляпунов. О форме небесных тел Из¬ 
бранные труды. М.—Л , Изд-во АН СССР, 1948. 

3 См.: П. Л. Чебышев. Полное собрание сочинений, т. V. М.—Л., Изд-во 
АН СССР, 1954. 

4 «Куча» — неизвестное из уравнения ах =6. 
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В современной математике понятие алгоритма принадлежит 
к числу таких же исходных понятий этой науки, какими явля¬ 
ются, например, понятия множества, соответствия, отношения, 
функции и др. Понятие алгоритма можно описать, охарактери¬ 
зовав то общее, что присуще алгоритмам современной матема¬ 
тики, и приведя соответствующие примеры. 

Вот три типичных описания понятия алгоритма: 

Алгоритм есть закон (правило, система правил), позволяю¬ 
щий «для данного определенного круга задач указать путь ре¬ 
шения любой из этих задач» *. 

Алгоритм — это «точное предписание, определяющее вычисли¬ 
тельный процесс, ведущий от способных варьировать исходных 
данных к искомому результату» 1 2 . 

«Алгоритмом принято называть систему вычислений, которая 
для некоторого класса математических задач из записи А «усло¬ 
вий» каждой задачи позволяет при помощи однозначно опреде¬ 
ленной последовательности операций, совершаемых «механиче¬ 
ски», без вмешательства творческих способностей человека, по¬ 
лучить записи В «решения» задачи» 3 . 

Когда говорят о классе математических задач, имеют в виду 
некоторую массовую математическую проблему, понимая под 
последней «бесконечный класс (научных) проблем (задач), оха¬ 
рактеризованный (или могущий быть охарактеризованным) при 
помощи некоторого единого эффективно распознаваемого ус¬ 
ловия» 4 . 

Если алгоритм найден, решение любой задачи соответствую¬ 
щего класса задач, посредством конечного числа точно опреде¬ 
ленных операций, выполняемых механически, сводится к элемен¬ 
тарным задачам теории, всегда разрешимым 5 (или принимае¬ 
мым за разрешимые) 6 . 


1 П. С. Новиков. Об алгоритмической неразрешимости проблемы тож¬ 
дества слов в теории групп. «Труды математического института им. В. А. Стек¬ 
лова», т. 44, 1955, стр. 3. 

2 А. А. Марков. О конструктивной математике. «Труды математичес¬ 
кого института им. В. А. Стеклова», т. 67. М.—Л., Изд-во АН СССР, стр. 10. 

3 А. Н. Колмогоров и В. А. Успенский. К определению алгорит¬ 
ма. «Успехи математических наук», т. XIII, вып. 4(82), 1958. См. также 2-е 
изд. БСЭ, т. 2, стр. 65. 

4 Ю. А Гастев. Массовая проблема. Философская энциклопедия, т. 3. 
М., 1964. 

5 Реально такой вычислительный процесс не всегда может быть осуще¬ 
ствлен человеком или машиной. При рассмотрении алгоритмов в общетеоре¬ 
тическом плане от этого, однако, отвлекаются. 

6 Сказанное в скобках характеризует так называемые «алгоритмы своди¬ 
мости», в отличие от «абсолютных алгоритмов», примером которых является 
описываемый ниже алгоритм сложения натуральных чисел столбиком. Об «ал¬ 
горитмах сводимости» и их месте в истории математики см.: С. А. Я н о в с к а я, 
Из истории аксиоматики. «Историко-математические исследования», вып. XI. 
М., 1958. 
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Правила четырех арифметических действий с натуральными 
числами являются простейшими алгоритмами; принято называть 
их числовыми алгоритмами. Так, согласно правилу сложения, 
сложение двух натуральных чисел сводится к регулярно повто¬ 
ряющемуся конечное число раз суммированию двух однознач¬ 
ных чисел. Это регулярное повторение суммирования осуществ¬ 
ляется автоматически переходом справа налево от одного вер¬ 
тикального столбика из однозначных чисел к другому, 
ближайшему, с учетом возможного переноса единицы. Если за¬ 
помнить таблицу сложения однозначных чисел, очерченный ал¬ 
горитм позволит суммировать натуральные числа «формально», 
без понимания «смысла» операции сложения. 

Широко известен алгоритм Евклида для отыскания наи¬ 
большего делителя двух натуральных чисел. Здесь исходными 
данными выступают любые два натуральных числа. Предписа¬ 
ние сводит нахождение их наибольшего общего делителя к по¬ 
строению убывающей последовательности натуральных чисел. 
В этой последовательности первым членом является большее 
число из двух данных, меньшее — вторым. Третьим будет оста¬ 
ток от деления первого на второе, четвертым — остаток от 
деления второго на третье и т. д. до тех пор, пока деление не 
осуществится без остатка. Делитель в последнем делении и 
будет искомым общим наибольшим делителем двух данных на¬ 
туральных чисел. Человек, владеющий алгоритмом деления 
натуральных чисел, может найти наибольший общий делитель 
двух данных натуральных чисел чисто «формально»; для это¬ 
го он должен руководствоваться алгоритмом — предписанием 
Евклида. 

В алгебре имеется алгоритм решения системы двух уравне¬ 
ний первой степени с двумя неизвестными: 

а к х 4- Ь^у ~ с к 

а 2 х + Ь г у = с ъ 

где а и а 2 , Ь и Ь 2 , С\ и с 2 — целые числа. 

Этот алгоритм задается формулами: 

__ с \Ъг — сгЬ к _ а х сг—а%с х 

<*іЬг~ а іЬі * “ 1 

если условиться, в каком порядке надо совершать (согласно 
формулам) действия над числами а и а 2 > Ь\> Ь 2 , с і и с 2 , чтобы вы¬ 
числить х и у (при условии: а { Ь 2 — а 2 ЬіФО). 

В «Началах» Евклида построение фигур сводится к конеч¬ 
ным цепочкам «элементарных» построений. Последние точно 
осуществимы «идеальными линейкой и циркулем» в силу приня¬ 
тых ранее постулатов. 
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Б интегральном исчислении дается алгоритм интегрирования 
рациональных функций, в предположении, что знаменатель каж¬ 
дой такой функции разложен (или может быть разложен) на 
линейные множители и квадратные трехчлены с действительны¬ 
ми коэффициентами *. 

Одна из основных задач логического развития содержания 
математической теории — это разработка алгоритмов для реше¬ 
ния классов однотипных задач, формулируемых в терминах 
этой теории. 

Нередко говорят, что из двух алгоритмов (для одного и того 
же класса задач) один эффективнее другого. Обычно это озна¬ 
чает то, что использование первого связано с преодолением мень¬ 
шего числа технических трудностей и (для большинства инте¬ 
ресующих нас задач) быстрее * 2 приводит к искомому результа¬ 
ту. Следует, однако, заметить, что такое утверждение имеет 
относительный смысл, так как тесно связано с эволюцией 
вспомогательных средств использования сравниваемых алгорит¬ 
мов. Сопоставим, например, эффективность алгоритмов сложе¬ 
ния и умножения, основанных на двоичной и десятичной пози¬ 
ционных системах счисления. Двадцать пять лет назад алгорит¬ 
мы сложения и умножения двоичной позиционной системы 
счисления, в сравнении с соответствующими алгоритмами деся¬ 
тичной системы считались неэффективными. Таблица умноже¬ 
ния в двоичной системе проста — она состоит из четырех ра¬ 
венств: 0*0=0; 0*1=0; 1*0=0; 1*1 = 1. Однако запись чисел в 
этой системе, по сравнению с их записью в десятичной системе, 
крайне громоздка. Поэтому сложение и умножение чисел сред¬ 
ствами двоичной системы, осуществляемые карандашом на бу¬ 
маге, требуют для получения результатов много времени. Пока 
карандаш и бумага оставались основными вспомогательными 
средствами, приоритет десятичной системы счисления над дво¬ 
ичной не вызывал сомнений. Но когда появились и вошли в 
обиход электронные цифровые машины, положение существен¬ 
но изменилось. Эти машины работают преимущественно на 
двоичной системе. Для них важна простота таблицы умноже¬ 
ния; фактор времени «снимается» благодаря исключительной 
быстроте производства операций. 

Следует остановиться на одном факте, поскольку он имеет 
определенный гносеологический смысч. Разработка алгоритма 
для задач некоторого данного типа связана с тонкими и слож¬ 
ными рассуждениями, требующими высокой квалификации и 


‘См Б А Трахтенброт Алгоритмы и машинное решение задач, 
изд 2 М, Физматгиз, 1960 

2 Эта «быстрота» может иметь различный смысл и означать в одном слу¬ 
чае, например, решение задачи за меньшее время, а в другом — за меньшее 
число операций Впрочем, одно обычно связано с другим. 
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большой изобретательности. Когда алгоритм создан, то про¬ 
цесс решения любой задачи данного типа представляет собой 
чисто механическую работу и может быть осуществлен челове¬ 
ком, не имеющим ни малейшего понятия о сущности самой за¬ 
дачи. 

Приведенные выше характеристики понятия алгоритма яв¬ 
ляются чисто описательными, или, как иногда говорят, интуи¬ 
тивными. Они не вызывали сомнений и «работали», когда речь 
шла о разработке конкретных алгоритмов математических тео¬ 
рий. Во всех случаях, когда удавалось разработать общий спо¬ 
соб решения задач из какого-либо класса однотипных задач, 
описание этого способа помогало удостовериться в том, что 
этот способ на самом деле есть алгоритм. Однако в 20-х годах 
нашего века при рассмотрении новых существенно важных 
массовых проблем математики и математической логики воз¬ 
никло подозрение, что для решения некоторых из них разрабо¬ 
тать алгоритмы в принципе невозможно (в подобных случаях 
говорят также, что соответствующие проблемы алгоритмически 
неразрешимы или что алгоритм не существует). Существенно 
при этом подчеркнуть, что здесь имелась в виду алгоритмичес¬ 
кая неразрешенность не с помощью какого-либо определенно¬ 
го вида алгоритмовъ с помощью л ю б о г о алгоритма. Чтобы 
пытаться превратить это подозрение в уверенность, и понадоби¬ 
лось разработать уточнения понятия алгоритма. Такие уточнения 
были осуществлены в 30-х годах нашего века в исследованиях 
Ж. Эрбрана, К. Гёделя, А. Чёрча, А. Тьюринга и С. К. Клини. 
Впоследствии А. А. Марков и А. Н. Колмогоров предложили 
другие формы уточненного понятия алгоритма. В настоящее 
время теория алгоритмов — одна из важнейших и интенсивно 
развивающихся математических дисциплин. 


3. Процесс абстрагирования основных понятий 
и посылок математических теорий 

Выше было установлено, что для логического развития 
содержания математической теории необходимо выделить ее 
наиболее общие понятия, отношения и законы, установить 
их объективность и потом доказывать соответствующие 
теоремы. Здесь мы рассмотрим, как протекает процесс выделе¬ 
ния основных посылок математических теорий, в чем его сущ¬ 
ность. 

Поскольку математика изучает определенную сторону мате¬ 
риального мира, ее основные положения и принципы должны 
иметь объективное содержание: Как мы видели, факт этот не¬ 
опровержимо подтверждают способы, какими в математике до¬ 
казывают истинность ее посылок. 
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Учитывая объективный характер науки, Ф. Энгельс в свое 
время критиковал Дюринга, полагавшего возможным привно¬ 
сить принципы в науку из «чистого» мышления как неФго веч¬ 
ное и предельно всеобщее, а по сути же как чисто условные сог¬ 
лашения. Ф. Энгельс указывал, что принципы науки, в том чис¬ 
ле матетатики, абстрагируются из природы и человеческой ис¬ 
тории и только благодаря этому имеют значение для науки и 
практики ! . 

Имея в виду чисто логическое обоснование математических 
теорий, математики открывают и абстрагируют 
их принципы из всей совокупности взаимосвя¬ 
зей объектов теорий — как то, что является 
общим, их сущностью, что позволяет разрабо¬ 
тать методы развития содержания теорий и 
решения различных задач. 

Процесс оформления математической теории — если иметь 
в виду его общую структуру — начинается обычно не с установле¬ 
ния ее принципов, а с анализа ее массовых задач, с разработки 
и построения математических исчислений. Именно выделение 
общего в способах решения этих задач подсказывает математи¬ 
кам, как развить соответствующие исчисления и алгоритмы, 
порой задолго до выяснения их теоретического фундамента. 
Обоснование исчислений и алгоритмов и выявление границ их 
приложимости способствует выделению научно обоснованной, 
действенной системы посылок теории. На этой — второй — 
стадии оформления теории нередко существенную роль играет 
анализ общих гносеологических вопросов. История развития 
математического анализа и учения о числе в XVII—XIX веках 
дают классические примеры такого хода становления матема¬ 
тических теорий 1 2 . 

Процесс выделения посылок математической теории сложен 
и включает в качестве моментов дедукцию и индукцию 3 . Он 
начался очень давно, когда математика как теория еще не су¬ 
ществовала. Как уже указывалось, вавилоняне за две тысячи 
лет до нашего летосчисления не владели математикой как тео¬ 
рией. Однако это не мешало им находить и понимать взаимные 
зависимости между некоторыми математическими утверждени¬ 
ями, использовать эти зависимости на практике и тем самым 
накапливать материал для теоретического построения матема¬ 
тики. Насколько можно судить по имеющимся историческим 


1 См.: Ф. Энгельс. Анти-Дюринг. В кн.: К. Маркс и Ф. Энгельс 
Сочинения, т. 20, стр 34. 

2 Об этом мы будем подробно говорить во второй главе второй части 
этой книги. 

3 Об этом см.: Д. П о й а. Математика и правдоподобные рассуждения, 
пер. с англ. М., ИЛ, 1957. 
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данным, впервые теоретическое обоснование математики на 
сознательно выделенных принципах было осуществлено в древ¬ 
ней Греции. В наше Ьремя благодаря огромному запасу накоп¬ 
ленных фактов и установленных ранее законов процесс выде¬ 
ления принципов математических дисциплин очень сложен, 
требует гигантской творческой работы. 

Сказанное, быть может, покажется читателю недостаточно 
убедительным по следующим соображениям. Утверждение «две 
точки определяют одну прямую» проще большинства других 
утверждений геометрии. Люди, конечно, нашли его одним из 
первых. Как после этого можно говорить, что указанное утвер¬ 
ждение было выделено впоследствии как аксиома на базе ра¬ 
нее установленных фактов? 

Дело в том, что, когда люди впервые осозналй указанное 
утверждение, оно было не аксиомой, а являлось отдельным гео¬ 
метрическим фактом, подобным другим геометрическим фак¬ 
там, которые в то время были известны. Но когда число гео¬ 
метрических фактов стало значительным (в древней Греции это 
имело место в V — IV веках до н. э.), возникла задача отобра¬ 
зить, описать их взаимосвязи. Для этого было необходимо вы¬ 
делить посылки, описывающие основные отношения, в которых 
могут выступать прямые, треугольники, окружности и т. п. Ког¬ 
да заметили, что к числу таких посылок надо отнести утверж¬ 
дение «две точки определяют единственную прямую», тогда оно, 
по сути, стало аксиомой. 

Точно так же отыскивали основные посылки арифметики ком¬ 
плексных чисел, математического анализа, неевклидовых гео¬ 
метрий и т. п. 

Остановимся подробнее на открытии гиперболической геомет¬ 
рии Н. И. Лобачевского. 

Допустим, что из точки А, лежащей вне прямой а, проведены 
два луча АР\ и ЛЯ 2 , пересекающие эту прямую в точках Р\ и Я 2 
(рис. 9). Будем вращать эти лучи около точки А (как показано 
стрелками) так, чтобы Р\ и Я 2 оставались на прямой а. Может 
случиться, что лучи АР\ и АР 2 будут стремиться к одному пре¬ 
дельному положению — к прямой СО, не пересекающей пря¬ 
мую а. Логически не исключено, что лучи АР\ и АР 2 будут стре¬ 
миться к двум различным предельным положениям — к лучам 
АМ и АЫ, не пересекающим прямую а и симметричным отно¬ 
сительно А В. Евклид остановился на первой возможности. Вто¬ 
рую он исключил, хотя, как легко видеть, она содержит первую 
как частный (предельный) случай. 

Бесплодность многовековых попыток доказать пятый посту¬ 
лат Евклида подсказывала Лобачевскому, что вторую возмож¬ 
ность исключать нельзя. Несомненно, однако, что уверенность 
в правильности этой мысли не могла возникнуть раньше пер¬ 
вой половины XIX века. Только в это время новые данные на- 
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уки — в первую очередь физики, механики и математического 
анализа — показали, что в качестве посылок, способных обеспе¬ 
чить теории надлежащее развитие, необходимо избирать исти¬ 
ны, наиболее полно и всесторонне описывающие основные отно¬ 
шения н свойства изучаемых объектов. Эти новые требования на¬ 
уки Лобачевский не только знал, но и дал им глубокое матери¬ 
алистическое истолкование, в ряде пунктов поднимающихся до 
диалектико-материалистического истолкования. Все это убеж¬ 
дало Лобачевского в необходимости учитывать вторую, отбро¬ 
шенную Евклидом, возможность и соответственно ей строить 
новую геометрию. 


С А О 



Н. И. Лобачевский открыл гиперболическую геометрию 
вовсе не потому, что по собственному желанию произвольно за¬ 
менил в посылках геометрии Евклида пятый постулат иной ак¬ 
сиомой параллельности и на полученной таким путем новой 
системе аксиом логически развил новую геометрию 1 . Несосто¬ 
ятельна точка зрения, согласно которой, после того как Лоба¬ 
чевский сумел показать существование геометрий, базирую¬ 
щихся на различных системах аксиом, теперь никто не может 
помешать математикам совершенно свободно выбирать аксио¬ 
мы и строить на них новые математические теории. На деле та¬ 
кой— идеалистической, по сути дела, — взгляд ошибочен. В вы¬ 
боре и комбинировании основных посылок математических теорий 
современные математики более «свободны», чем математи¬ 
ки предшествующих столетий. Но не потому, что математики 
«совершенно свободны» в своих действиях. Дело тут совсем в 
другом. 


1 См. по этому вопросу: С. А. Яновская. Передовые идеи Н. И. Лоба¬ 
чевского— орудие борьбы против идеализма в математике. М., Изд-во 
АН СССР, 1950. Эта работа С. А. Яновской в несколько переработанном н 
дополненном виде опубликована в III и IV выпусках «Историко-математи¬ 
ческих исследований». 
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Современная математика глубоко проникла в природу пред¬ 
мета своих исследований, охватила широкие области его прояв¬ 
ления. Благодаря этому математики могут делать более разно¬ 
образные обобщения, исследовать их разнообразные связи. 
В конечном счете дело не в том, как выбирают основные посыл¬ 
ки, а в том, отражают они что-либо в реальном мире или не 
отражают. Далее, если «свободно» созданная теория допускает 
реальное истолкование, то отсюда еще не следует, что она займет 
прочное положение среди других математических дисциплин Это 
случится, если она будет способствовать развитию самой мате¬ 
матики, других наук и техники. Последнее же может иметь мес¬ 
то только тогда, когда теория появляется в результате анализа 
конкретного материала науки и техники и соответствующих 
обобщений. Теория групп, колец и полей, теория метрических 
пространств, математический анализ, основанный на опреде¬ 
лении функции, данном Больцано, Лобачевским и Дирихле и 
теории пределов Коши, возникли именно таким путем, в этой 
связи доказали свою действенность и поэтому стали сущест¬ 
венными компонентами математики в ее последующем раз¬ 
витии '. 

Тем, кто говорит о «совершенно свободных» соглашениях 
в математике, нелишне напомнить глубокие и правильные 
замечания Бекона Веруламского и Дидро. «Никоим образом 
не может быть, — писал Ф. Бекон, — чтобы аксиомы, устано¬ 
вленные рассуждением, были пригодны для открытия новых 
дел, ибо тонкость Природы во много раз превосходит тонкость 
рассуждений. Но аксиомы, отвлеченные должным образом из 
частностей, в свою очередь легко указывают и определяют 
новые частности и таким путем делают науки действен¬ 
ными» 1 2 . 

«Понятия, не имеющие никакой опоры в природе,—указывал 
Д. Дидро, — можно сравнить с теми лесами севера, где деревья 
без корней Достаточно легкого порыва ветра, чтобы перевер¬ 
нуть целый такой лес, — достаточно незначительного факта, 
чтобы перевернуть целый лес представлений» 3 . 

Итак, анализ процесса выделения исходных посылок мате¬ 
матических теорий, в частности их аксиом, также подтвержда¬ 
ет, что они являются описаниями общих и существенных свойств 
и взаимосвязей объектов, изучаемых в этих теориях. 


1 См по этому вопросу А Д Александров О некоторых общих 
вопросах научной работы и преподавания математики «Вестник Ленинград¬ 
ского университета», 1950, К» 1 См также А Д Александров Общий 
взгляд на математику В кн «Математика, ее содержание, методы и значе¬ 
ние», т 1 М, Изд-во АН СССР, 1956 Этот вопрос разбирается с исторической 
точки зрения во второй главе второй части этой книги 

2 Ф Бекон Новый органон Л, Соцэкгиз, 1935, стр 112 

3 Д Дидро Сочинения, т 1 М, «Асагіетіа», 1935, стр 304—305 
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На вступительных экзаменах по математике в высшие 
учебные заведения экзаменаторы почти не задают вопрос эк¬ 
заменующимся: «Что такое аксиома?» Они знают, что, как пра¬ 
вило, им ответят так: «Аксиома — это утверждение, принимае¬ 
мое в математике без доказательства» или «Аксиома — это ут¬ 
верждения, истинность которых несомненна». До работ 
Н. И. Лобачевского, Я. Бойяи и Б. Римана указанная трактовка 
аксиом била общепринятой. 

Это естественно: до открытия неевклидовых геометрий в мате¬ 
матике фигурировали аксиомы, которым, в принципе, подчиня¬ 
лись объекты всех математических дисциплин. После признания 
неевклидовых геометрий традиционная трактовка аксиом долж¬ 
на была уступить место новому их истолкованию. Во-первых, ак¬ 
сиома параллельности гиперболической геометрии была сначала 
отнюдь не очевидной. Во-вторых, и это, конечно, главное, обосно¬ 
вание истинности гиперболической геометрии показало, что ак¬ 
сиома параллельности Евклида (равно как и аксиома параллель¬ 
ности Лобачевского — Бойяи) не является предельной общей 
истиной. 

Открытие неевклидовых геометрий и последующие изыска¬ 
ния по аксиоматическому обоснованию математических дисцип¬ 
лин показали, что основное в содержании аксиом (принципов) 
следующее: 

1. Аксиомы (принципы) каждой математической теории опи¬ 
сывают наиболее общие и существенные свойства и взаимосвязи 
объектов, изучаемых в этих теориях. Благодаря этому на их 
основе и по правилам логики доказывают теоремы теории, а 
также разрабатывают методы решения задач и дальнейшего 
развития содержания теории. 

2. Далее, хотя аксиомы некоторой математической теории 
не могут быть доказаны подобно теоремам теории, так как внут¬ 
ри теории они логически недоказуемы, это не значит, что вопрос 
об их истинности остается открытым. Истинность и достаточная 
точность аксиом устанавливается всей практикой математичес¬ 
кого познания и его приложений («моделирование», проверка с 
помощью других наук и техники и т. п.). 

Отказ от трактовки аксиом, как предельно общих и «очевид¬ 
ных», нанес сокрушительный удар по той форме идеалистичес¬ 
кой философии математики, которая берет свое начало в фило¬ 
софии И. Канта. Философию математики Канта можно выразить 
одним утверждением: математические аксиомы суть так называ¬ 
емые синтетические суждения а ргіогі. По существу, эта филосо¬ 
фия является идеалистическим истолкованием и абсолютизаци¬ 
ей общепринятой в XVIII веке трактовки природы аксиом. 
Ушла в прошлое традиционная трактовка аксиом, и с нею, по 
сути, сошла с арены и философия математики Канта. В отзыве 
на сочинения С. Ли Ф. Клейн писал: «Математик, которому из- 
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весткы неевклидовы теории, едва ли захочет держаться прежне¬ 
го мнения, по которому аксиомы с их конкретным содержанием 
суть необходимые истины внутреннего воззрения» 1 . 

4. Развитие способов обоснования математики 
и понятия математической строгости 

Достигнув определенного уровня, фактическое содержание 
математики перерастает рамки существующих способов ее обос¬ 
нования и отвечающее им понимание математической строгости. 
Такой период трудностей роста математики обычно наступает 
тогда, когда перед ней возникают новые, существенно важные 
задачи, решить которые она не может, или возникает необходи¬ 
мость установить истинность или ложность некоторых узловых, 
принципиальных утверждений, что она сделать не в состоянии. 
Когда научное и практическое значение таких неразрешенных 
задач и проблем становится существенным, тогда фактическое 
содержание математики приходит в противоречие с существу¬ 
ющими способами его обоснования и действующим понима¬ 
нием математической строгости; последние из факторов роста 
математики все более превращаются в тормоз ее развития. Тог¬ 
да возникает необходимость создания новых, уточненных и 
более общих способов обоснования математики и нового 
толкования математической строгости, способных 
охватить расширившееся фактическое содержание математики, 
решить нерешенные задачи и проблемы и создать предпосылки 
для разработки более общих и действенных методов дальней¬ 
шей ее разработки. 

Появление в математике «неразрешимых» — на данном уров¬ 
не ее развития —задач и проблем неизбежно потому, что мате¬ 
матика развивается в первую очередь как орудие естествозна¬ 
ния и техники. Рано или поздно, но естествознание и техника 
поставят перед математикой существенно новые задачи и проб¬ 
лемы, решить (а порой даже правильно осмыслить) которые 
она временно окажется не в состоянии 2 . 

Неизбежность наступления периодов коренной переработки 
фундамента и методов математики была подмечена философа- 


1 См.: «Первое присуждение премии Н. И. Лобачевского, 22 октября 
1897 г.». Казань, 1898, стр. 11. 

2 См.: А. Мостовский. Современное состояние исследований по ос¬ 
нованиям математики. «Успехи математических наук», 1954, т. IX, вып. 3 (4). 
Сказанное о характере трудностей роста математики дословно можно повто¬ 
рить о физике и других точных науках. См., например, в этой связи: Луи 
де Бройль. По тропам физики. Сб. его работ «По тропам науки», пер. с 
франц. М., ИЛ, 1962, особенно стр. 162 и 165, 296—317; И. Е. Т а м м. Нильс 
Бор и современная физика.Сб. «Развитие современной физики». М., «Наука», 
1964, стр. 7—9. 


114 




ми и математиками давно. Уже Бекон Веруламский писал. 
«Тщетно ожидать большого прибавления в науках от введения 
и прививки нового к старому. Должно быть совершено обнов¬ 
ление до последних основ, если мы не хотим вечно вращаться 
в кругу с самым ничтожным движением вперед» *. Б. Риман 
утверждал, что наука о природе имеет задачей «охватить и ло¬ 
гически истолковать природу посредством точных понятий» 1 2 . 
Если это удается, то, писал Риман, истинность понятий науки 
контролируется, подтверждается. Особенно важно при этом, 
наступает ли или имеет месте то, что, согласно понятиям науки, 
необходимо или достаточно вероятно. «Если же случается нечто 
такое, что согласно понятиям не должно быть ожидаемо, т. е. 
является невозможным или невероятным, то возникает задача, 
как дополнить или, если нужно, видоизменить понятия, чтобы в 
дополненной или улучшенной системе понятий воспринятое нами 
перестало быть невозможным или невероятным... Такого рода 
процесс делает наше понимание природы постепенно все более 
полным и правильным, но вместе с тем ведет нас все глубже за 
поверхностную видимость явлений» 3 . Риман подчеркивал, что та¬ 
ков общий путь развития наших знаний о природе, что всегда пе¬ 
реход к новой системе обусловлен противоречиями и невероятнос¬ 
тями, «которые обнаруживались при прежних способах объяс¬ 
нения явлений». 

Следующие достаточно известные факты подтверждают 
сказанное. 

Как уже указывалось, аналитическая іеометрия и математи¬ 
ческий анализ получили развитие в XVII веке лишь потому, что 
под влиянием астрономии и механики — а в конечном счете 
благодаря запросам развивающегося производства, — возникла 
необходимость вычислять площади и объемы геометрических 
фигур, проводить касательные к разнообразным кривым, нахо¬ 
дить центры тяжести тел и т. п., т. е. решать задачи, для кото¬ 
рых у прежней математики не было достаточных средств. Но¬ 
вый этап развития математики стимулировал и впоследствии со¬ 
провождался разработкой новых способов ее обоснования 

Проблема параллельных возникла давно: древнегреческие 
математики, по-видимому, занимались ею до выхода в свет 
«Начал» Евклида. Эта проблема привлекала внимание матема¬ 
тиков в течение многих столетий 4 Поскольку до конца XVIII ве¬ 
ка математики ошибочно полагали, что верной может быть 


1 Ф Бекон Новый органон М—Л , Соцэкгиэ, 1935, стр. 114. 

2 Б Риман Сочинения М—Л, Гостехиздат, 1948, стр 461. 

3 Т а м же, стр 461—462 

4 См в этой связи работы математик«в стран ислама, опубликованные в 
VI, XIII, XIV и XV выпусках «Историко-математических исследований» 
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только геометрия Евклида, они сформулировали проблему па¬ 
раллельных в категорической форме: «На базе остальных ак¬ 
сиом и постулатов геометрии Евклида доказать его пятый по¬ 
стулат». Когда Ф. Клейн и А. Пуанкаре доказали непротиво¬ 
речивость гиперболической геометрии, тем самым была доказа¬ 
на и независимость аксиомы параллельности от остальных акси¬ 
ом и постулатов Евклида *. Этим была установлена неправиль¬ 
ность традиционной формулировки проблемы параллельности и 
показано, что ее надо формулировать в вопросительной форме: 
«Можно ли на базе остальных аксиом и постулатов Евклида до¬ 
казать его пятый постулат?» 

Исчисления и алгоритмы, методы решения задач и доказа¬ 
тельств теорем связаны с существующими способами обоснова¬ 
ния математики, в той или иной мере основываются на них. 
Благодаря этому анализ причин трудностей роста математики 
неизбежно приводит к критическому пересмотру ее основ. Здесь 
в свете новых фактов нередко выявляются противоречия и пара¬ 
доксы, громоздкость и неэффективность существующих методов 
и т. п. Сначала кажется, что эти трудности чуть ли не опроверга¬ 
ют существующие математические теории. Однако последующий 
анализ, основывающийся преимущественно на выявлении су¬ 
щества «неразрешимых» для данного уровня математики за¬ 
дач и проблем, в конце концов позволяет найти за этими труд¬ 
ностями то реальное, что необходимо включить в обобщенные 
теории как иной вид того, что изучалось в исходных теориях 1 2 . 
Многие выдающиеся математики XIX века понимали необходи¬ 
мость и целесообразность такого метода обобщения и совершен¬ 
ствования научных концепций и руководствовались им в своей 
творческой работе. В качестве примера можно сослаться на ме¬ 
тодологические основы научной деятельности Римана. В лекции 
«О гипотезах, лежащих в основании геометрии» Риман поставил 
несколько вопросов, связанных с анализом реальных оснований 
специфики геометрий макро- и микромира. Поскольку кон¬ 
цепция Ньютона об абсолютном пространстве не дает средств 
для ответа на эти вопросы, Риман подчеркнул, что она нужда- 


1 См.: В. Ф. Каган. Основания геометрии, ч. II. М, Гостехиздат, 1956, 
гл 11 —18. 

2 Великие математики и философы прошлых веков нередко указывали, 
что источник парадоксов надо искать в незаконной экстраполяции свойств 
известного на область изучаемого. Например, Галилео Галилей (Сочинения, 
Гостехиздат, т. I, стр. 95) указывал, что парадоксы, связываемые с понятием 
бесконечного множества, в конечном счете являются следствием нашей привыч¬ 
ки приписывать ему свойства, известные «по вещам конечным и ограничен¬ 
ным». Важнее, однако, подчеркнуть, что в процессе развития математики та¬ 
кая экстраполяция совершенно неизбежна, так как сначала изучаемое всегда 
оценивается в свете изученного, пока оно не будет познано как новое. 
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ется в совершенствовании на основе анализа специфики фактов, 
«которые ею объяснены быть не могут» 1 . 

Соответственно этому развиваются и обобщаются способы 
обоснования математических теорий и становится возможным 
разработать более эффективные методы (исчисления и алго¬ 
ритмы) решения проблем и задач математики. Как уже указы¬ 
валось, жизненность новых методов проверяется тем, в какой 
мере пои их помощи удается решить ранее не решавшиеся за¬ 
дачи и проблемы, в какой мере они помогают находись новое. 
Если разработка фундамента математики приводит к сущест¬ 
венно новому толкованию способов обоснования математичес¬ 
ких теорий, то это ведет к развитию и обобщению толкования 
мате.матической строгости. 

«Детальная разработка вопросов, особенно важных с точки 
зрения приложений и в то же время представляющих особен¬ 
ные теоретические трудности, требующие Изобретения новых ме¬ 
тодов и восхождения к принципам науки, затем обобщение по¬ 
лученных выводов и создание этим путем более или менее об¬ 
щей теории» 2 — вот что считал П. Л. Чебышев решающим для 
успешного развития математики. Еще раньше такого рода идеи 
отстаивали Дирихле и Риман в своих классических трактатах, 
посвященных теории тригонометрических рядов. 

В процессе разработки новых методов и фундамента мате¬ 
матики существующие способы ее обоснования и отвечающее 
им понимание математической строгости обычно целиком не 
отбрасываются; в своем положительном содержании они удер¬ 
живаются в новой их трактовке. Точно так же новые факты не 
разрушают всех ранее установленных фактов, а прежде всего 
пополняют, обогащают их запас и служат делу их обобщения. 

Итак, чем больше в математике жизненно важных «неразре¬ 
шимых» на данной ступени ее развития задач и проблем, чем 
разнообразнее их содержание, тем больше объективных дан¬ 
ных для успешной разработки новых способов обоснования ее 
теорий и, следовательно, для преодоления трудностей роста ма¬ 
тематики. Это обстоятельство иногда выражают так: чтобы уси¬ 
лия математиков в деле разработки новых и действенных спосо¬ 
бов обоснования математических теорий могли привести к 


1 Б. Рима и. О гипотезах, лежащих в основании геометрии. В кн.. 
Б. Риман. Сочинения, пер. с нем. М—Л., Гостехиздат, 1948, стр. 292. Ри¬ 
ман прочел свою лекцию 10 июня 1854 года перед философским факультетом 
Геттингенского университета, в присутствии Гаусса. Лекция была диссерта¬ 
ционной (пробной), в связи с вступлением Римана на должность приват-до¬ 
цента Геттингенского университета. 

2 А. М. Ляпунов. Пафнутий Львович Чебышев. «Сообщения Харьков¬ 
ского математического общества», вторая серия, т. IV, № 5, б, 1895, стр. 272. 
См. также: П. Л. Чебышев. Избранные математические труды. М.—Л., 
Гостехиздат, 1946, стр. 20. 
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положительным результатам, новый фактический материал дол¬ 
жен быть накоплен в достаточном количестве. 

При разработке новых способов обоснования математики и 
нового понимания математической строгости всегда известную 
роль играет то, как математики трактуют предмет и критерий 
истинности своей науки. Идеалистическое истолкование пред¬ 
мета математики нередко приводит к тому, что «вне математи¬ 
ки» ставятся те ее разделы, которые не согласуются или проти¬ 
воречат определенной философской установке. Обычно такая 
участь постигает недостаточно разработанные разделы матема¬ 
тики, нередко связанные с парадоксами. Как это происходит, 
было показано раньше на примере Платона и Коши. Приве¬ 
дем дальнейшие примеры такого рода. Известно, например, что 
ортодоксальные сторонники учения Канта старались доказать, 
что геометрия Лобачевского — Бойяи не является научной ма¬ 
тематической теорией *. Некоторое время их рассуждения встре¬ 
чали благожелательный прием и среди математиков. Конечно, до 
второй половины XIX века справедливость гиперболической гео¬ 
метрии не была обоснована; ее научная значимость не была ясна. 
И кантианцы здесь, как говорят, подливали масло в огонь. Но 
факт остается фактом: учение Канта о пространстве мешало при¬ 
знанию — а значит, и развитию — гиперболической геометрии. 
Именно поэтому Н. И. Лобачевский, Я. Бойяи и К. Ф. Гаусс с на¬ 
стойчивостью критиковали учение Канта об априорности пред¬ 
ставления о пространстве 1 2 . 

Несостоятельные философские концепции в истолковании 
математики нередко связаны с абсолютизацией сложившихся 
способов обоснования математических теорий, представлением 
их как незыблемого фундамента здания математики, способно¬ 
го выдержать неограниченную надстройку ее этажей. Такой 
подход к способам обоснования математики ограничивает дело 
их разработки и тем самым тормозит развитие знания. 

Известно, что наука обязана французскому ученому А. Пуан¬ 
каре многочисленными выдающимися результатами в матема¬ 
тике и теоретической физике. В начале нашего столетия он ана¬ 
лизировал относительность физических явлений, знал преобра¬ 
зования Лоренца и пользовался существенными результатами, 
которые впоследствии вошли в релятивистскую кинематику и 
динамику. Иначе говоря, Пуанкаре владел всеми существенны¬ 
ми компонентами специальной теории относительности. Если бы 

1 Это утверждали впоследствии и некоторые неокантианцы. См , напри¬ 
мер: Л. Нельсон. Замечания о неевклидовой геометрии и о происхождении 
математической достоверности. «Новые идеи в математике», сб. № 8, 
СПб., 1914. 

•С. Р. О а и $ 5. \Уегке. В(і. И, ОоШп^еп, 1863, $.169—181. См. так¬ 
же* В Н Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX века. 
М, Учпедгиз, 1963, стр. 219—222. 
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он осуществил научный синтез этих компонентов, то стал бы твор¬ 
цом названной теории. Что помешало Пуанкаре осуществить 
этот синтез? Почему он уступил Эйнштейну честь первооткры¬ 
вателя одной из величайших теорий нашего века? 

Этот вопрос поставил Луи де Бройль и дал на него, по су¬ 
ти, четкий и исчерпывающий ответ. 

Пуанкаре не был материалистом; в его мировоззрении ре¬ 
шающую роль играл махизм. Исследуя ©опрос об объекте и гра¬ 
ницах познания, он развил идеалистическую концепцию, кото¬ 
рая впоследствии получила название конвенционализма 1 . 
А. Пуанкаре утверждал, что при оценке границ приложимости 
физической или математической теории несущественно, насколь¬ 
ко верно она описывает изучаемую сторону действительности; 
важны лишь ее непротиворечивость, простота и удобство при 
проведении исследований. С этой точки зрения, например, гео¬ 
метрия Евклида имеет несомненные преимущества перед любой 
неевклидовой геометрией, благодаря чему и должна быть осно¬ 
вой каждой физической теории, — вывод, который был пол¬ 
ностью опровергнут последующим развитием физики. 

Луи де Бройль считает, что именно конвенционалнстский 
подход к физическим теориям помешал Пуанкаре открыть спе¬ 
циальную теорию относительности. Пуанкаре, пишет Луи де 
Бройль, «занимал довольно скептическую позицию в отношении 
физических теорий, считая, что вообще существует бесчислен¬ 
ное множество различных, но логически эквивалентных точек 
зрения и образов, который ученый выбирает лишь из сообра¬ 
жений у доб ств а. Этот номинализм, видимо, иногда мешал 
ему правильно понять тот факт, что среди логически воз¬ 
можных теорий имеются, однако, теории, которые 
наиболее близки к физической реальности, цр вся¬ 
ком случае, лучше приспособлены к интуиции физика и более 
пригодны содействовать его усилиям». «Именно эта философ¬ 
ская склонность его ума к «номиналистскому удобству» поме¬ 
шала Пуанкаре понять значение идеи относительности во всей ее 
грандиозности!» 2 . 

Рано или поздно новые научные факты опрокидывают огра¬ 
ничения, искусственно накладываемые на математику, исходя 
из предвзятых философских установок, а вместе с ними опро¬ 
кидывают и последние. Практика математических исследований 
опровергла выпады Платона против атомизма Демокрита и при¬ 
ложений идей атомизма к математике; она же заставила мате¬ 
матиков отвергнуть «критику», которую вел Коши против идеи 


1 См: И. Добронравов. Конвенционализм. Философская энциклопе¬ 
дия, т. 3. М , 1904. 

2 Лун де Бройль По тропам науки, пер. с франц. М., ИЛ, 1902, стр. 
306—307. (Выделено мною. — В М) 
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актуальной бесконечности. Математики были вынуждены занять¬ 
ся дальнейшим развитием метода Демокрита, исследованием 
возможности приложения идеи актуальной бесконечности в сво¬ 
ей науке. Развитие теории относительности опровергло конвен¬ 
ционализм Пуанкаре. 

В противоположность идеализму диалектико-материалисти¬ 
ческий подход помогает математикам глубже понять предмет 
и закономерности развития их науки. В свете этого подхода оче¬ 
видно, что не следует бояться трудностей роста математики, не 
следует ограничивать поле ее исследований, а надо направлять 
внимание на конкретное содержание этих трудностей, так как 
за ними обычно скрывается то новое, что существенно важно 
для развития математического знания. 

На каждой ступени развития математики существуют как 
старые, так и новые способы обоснования ее теорий. Переход от 
первых ко вторым редко представляет собой эволюционный про¬ 
цесс. Сторонники новых способов обоснования математики за¬ 
воевывают им право первенства путем показа их действенности, 
в борьбе против устаревших способов ее обоснования. 

Сказанное о причинах развития способов обоснования мате¬ 
матики и понятия математической строгости подтверждается 
всем ходом истории математики. Некоторые относящиеся к рас¬ 
сматриваемому вопросу исторические данные будут рассмотре¬ 
ны дальше 1 . 

Итак, способы обоснования математики и понятие математи¬ 
ческой строгости меняются во времени, развиваются вместе с 
ростом фактического содержания математики. Новые способы 
обоснования математики и новое понимание математической 
строгости потому и возникают, что без их объединяющей, систе¬ 
матизирующей и действенной силы невозможно решать новые 
задачи математики и ее приложений. Следовательно, всеобъ¬ 
емлющее, законченное обоснование математики, безразличное 
к объему и качественным особенностям ее фактического содер¬ 
жания, а значит, и предельно оформленное понятие математиче¬ 
ской строгости невозможны 2 . 

В заключение заметим следующее. В математике накопле¬ 
ние новых фактов и разработка способов обоснования матема¬ 
тических теорий — неотделимые компоненты реального процесса 
ее развития. Однако на различных этапах истории эти компонен¬ 
ты играют неравнозначную роль. Когда математика располага¬ 
ет методами, достаточными для решения ее основных задач как 
теоретического, так и прикладного характера, тогда она разви¬ 
вается преимущественно за счет новых фактов и новых теорий, 
обоснованных существующими для этого способами. Даже по- 

1 См. вторую часть настоящих «Очерков». 

2 См. в этой связи: Ф. Клейн. Лекции о развитии математики в XIX 
столетии, ч. I. М.—Л., Гостехиздат, 1937, стр. 84. 
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явление «парадоксов» — этих первых вестников существенно но¬ 
вого— почти не меняет ее принципов. Но когда появляются важ¬ 
ные задачи и проблемы, решить которые существующими мето¬ 
дами не удается, когда число таких задач и проблем все время 
растет, тогда на первое место выступают вопросы переработки 
и создания более общих и более действенных способов обосно¬ 
вания математики. Успешная разработка последних вновь воз¬ 
вращает математику к преимущественному отысканию новых 
фактов, но уже на более широкой основе и с более сильными ме¬ 
тодами. 

Между развитием фактического содержания математики и 
способами его обоснования осуществляется диалектическое 
взаимодействие на основе роста ее фактического содержания, 
обусловленного прежде всего потребностями применения мате¬ 
матических теорий. 

5. Содержание и значение математической символики 

История науки показывает, что логическая структура и рост 
каждой математической теории, начиная с определенного этапа 
ее развития, становятся все в большую зависимость от исполь¬ 
зования математической символики и ее усовершенствования. 
«В настоящее время, — указывали Д. Гильберт и В. Аккер¬ 
ман, — было бы утопией при построении какой-либо математи¬ 
ческой дисциплины пытаться обойтись лишь обычным языком» '. 

Когда индийцы в V веке н. э. ©вели знак нуля, они смогли 
оставить поразрядную систему счисления и развить абсолютную 
позиционную десятичную систему счисления, превосходство ко¬ 
торой при счете если и не осознают, то повседневно используют 
сотни миллионов людей. Алгебра и аналитическая геометрия 
обязаны многим тому, что Виет и Декарт разработали основы 
алгебраического исчисления. Введенные Лейбницем обозначе¬ 
ния производной и интеграла помогли развить дифференциаль¬ 
ное и интегральное исчисление; задачи на вычисление площа¬ 
дей, объемов, работы силы и т. п., решение которых раньше бы¬ 
ло доступно только первоклассным математикам, стали решаться 
почти автоматически. Благодаря этому обозначения Лейбница 
получили широкое распространение и проникли во все разделы 
науки, где используется математический анализ. 

Пример с обозначением производной и интеграла особенно 
ярко подтверждает правильность замечания Л. Карно, что в 
математике «символы не являются только записью мысли, сред* 
ством ее изображения и закрепления, — нет, они воздействуют 
на самую мысль, они, до известной степени, направляют ее, и 


1 Д. Гильберт и В Аккерман. Основы теоретической логики, пер 
с нем. М., ИЛ, 1947, стр. 17, 
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бывает достаточно переместить их на бумаге, согласно извест¬ 
ным очень простым правилам, для того, чтобы безошибочно до¬ 
стигнуть новых истин» ! . 

В чем заключено объективное содержание математической 
символики? Чем объясняется значение символики в математике? 

Чтобы дать ответ на поставленные вопросы, надо проанали¬ 
зировать, как используются математические символы в матема¬ 
тике и других науках 1 2 . 

Как уже указывалось, в математике различают знаки (сим¬ 
волы) нескольких видов; к их числу относятся: 

1. Знаки объектов: чисел, углов, векторов и т. п. 

2. Знаки отношений между объектами — «больше», 
«равно», «меньше», «лежит правее (левее)», «параллельны», 
«перпендикулярны» и т. п. 

3. Знаки операций и функций — сложения, умноже¬ 
ния, извлечение корня, дифференцирования и т. л. 

4. Несобственные (вспомогательные) знаки, прежде 
всего скобки. 

Математические знаки служат в первую очередь для точной 
(однозначно определенной) записи математических понятий и 
предложений. Их совокупность — в реальных условиях их при¬ 
менения математиками — составляет то, что называется матема¬ 
тическим языком. 

В арифметике количественных натуральных чисел знаки 
1, 2, 3, ... выражают количественную характеристику групп пред¬ 
метов, содержащих один, два, три и т. п. предметов. Знаки >, 
= , < обозначают отношения, в которых могут выступать коли¬ 
чественные натуральные числа; так, запись «7<12» означает, 
что количественное натуральное число 7 меньше количественно¬ 
го натурального числа 12. Используются еще и знаки, выражаю¬ 
щие возможные связи между количественными натуральными 
числами (знаки арифметических действий): « + », «—», «•», «:». 
Эти знаки позволяют выражать разнообразные утверждения 
арифметики количественных натуральных чисел. Так, запись 

3-4—2 = 5-2 

обозначает, что произведение трех на четыре, после вычитания 
двух, дает число, равное произведению пяти на два. 

В алгебре используются знаки для параметров и переменных; 
их обычно обозначают буквами: а, 6, ..., х, у, ... . В уравнении 

ах 2 +Ьх+с =О 


1 Л. Карно. Размышления о метафизике исчисления бесконечно малых, 
пер. с франц. М.—Л., Гостехнздат, 1933, стр. 218. 

2 О роли знаков в процессе развития научного знания в целом см.: 
Б. Бирюков, А. Ветров, Д. Горский, Л. Резников. Знак. Философ¬ 
ская энциклопедия, т. 2. М., 1962 (имеется обширная библиография). 
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каждый коэффициент (параметр) а, Ъ с может принимать лю* 
бое действительное значение, а значение неизвестной (перемен¬ 
ной) х отыскивается во множестве всех комплексных чисел. 

Использование знаков позволяет формулировать законы ал¬ 
гебры, а также и других математических теорий в общем виде. 
Примером могут послужить формулы той же алгебры: 


(а + Ь) 2 = а 2 4- 2 аЬ 4- Ь 2 , 



— Ь ± У Ь г — Аас 
2 а 


И Т. П. 

Если рассматривать различные интерпретации одной и той 
же системы исходных посылок, то в «переменные» превращают¬ 
ся также понятия отношений и связей между объектами. Так, 
в системе аксиом Пеано знаки >,=,<, 4-, — и т. д. имеют 
различный смысл в зависимости от того, обозначают ли знаки 
1, 2, ... количественные или порядковые натуральные числа. 
В первом случае запись «7<12» читается: «семь меньше двенад¬ 
цати», во втором: «семь предшествует двенадцати». 

Математические знаки позволяют записывать в компакт¬ 
ной и легкообозримой форме предложения, выражение 
которых на обычном языке было бы крайне громоздким. Это 
способствует более глубокому осознанию их со¬ 
держания, облегчает его запоминание 1 . 

Математические знаки используются в математике эф¬ 
фективно и без ошибок, когда они выражают точно определенные 
понятия, относящиеся к объектам изучения математических тео¬ 
рий. Поэтому, прежде чем использовать в рассуждениях и в 
записях те или иные знаки, математик старается сказать, что 
каждый из них обозначает. В противном случае его могут не 
понять. Н. И. Лобачевский писал: «...как мнения могут казаться 
ложно от того, что разумеют иначе слова, так всякое суждение 
в математике останавливается, как скоро перестают понимать 
под знаком то, что оно собственно представляет» 2 . Когда зна¬ 
чение знаков установлено точно, каждый человек получает воз¬ 
можность однозначно понять смысл математических предложе¬ 
ний, записанных с помощью комбинаций этих знаков. В конце 
XIX и начале XX века аналогичную точку зрения на математи¬ 
ческие знаки отстаивал выдающийся немецкий логик Г. Фреге 3 . 


1 См. в этой связи: Б. Н. Делоне. Пути развития алгебры. «Успехи мате¬ 
матических наук», 1952, т. VII, вып. 3 (49), стр. 155. 

2 Н. И. Лобачевский. Наставления учителям математики в гимна¬ 
зиях. «Труды Института истории естествознания АН СССР», т. 2, 1948, 
стр. 555—556. 

3 См.: Б. В. Б и р ю к о в. О взглядах Г. Фреге на роль знаков и исчисле¬ 
ния в познании. Сб. «Логическая структура научного знания». М., «Наука», 
1965. 
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В связи со сказанным необходимо подчеркнуть следующее. 
Математики не всегда могут сказать сразу, что отражает тот или 
иной символ, введенный ими для развития какой-либо математи¬ 
ческой теории, средствами которой можно решать практически 
важные задачи. Сотни лет математики оперировали отрицатель¬ 
ными и комплексными числами и получали с их помощью перво¬ 
классные результаты. Однако объективный смысл этих чисел и 
действий с ними удалось раскрыть лишь в конце XVIII и в на¬ 
чале XIX века. Лейбниц ввел символы сіх и сіу, развил диффе¬ 
ренциальное исчисление и с помощью правил последнего пока¬ 
зал исключительную оперативную силу этих символов. Однако 
Лейбниц не выявил объективного смысла знаков йх и сіу; это 
сделали математики XIX века. 

Знаки и системы знаков играют в математике роль, весьма 
сходную с той, какая в более широких сферах познания и прак¬ 
тической деятельности людей принадлежит обычному разговор¬ 
ному языку. Подобно обычному языку, язык математических 
знаков позволяет обмениваться установленными математически¬ 
ми истинами, налаживать контакт ученых в совместной научной 
работе. Учитывая все это, Н. И. Лобачевский писал: «Подобно 
тому как дар слова обогащает нас мнениями других, так язык 
математических знаков служит средством еще более совершен¬ 
ным, более точным и ясным, чтобы один передал другому поня¬ 
тия, которые он приобрел, истину, которую он постигнул...» К 

Решающим, однако, является то, что язык математичес¬ 
ких знаков без обычного языка существовать не 
м о жет. Обычный (естественный) язык содержательнее языка 
математических знаков; он необходим для построения и развития 
языка математических знаков. Язык математических знаков 
только вспомогательное средство, присоединяемое к обыч¬ 
ному языку и используемое в математике и в областях, где при¬ 
меняются ее методы. 

Сказанному, казалось бы, можно противопоставить указание 
на «предельную» формализацию многих современных математи¬ 
ческих теорий. Действительно, в каждой формализованной теории 
язык математических (и логических) знаков играет решающую 
роль при записи исходных посылок и доказательстве теорем. Од¬ 
нако это указание легко опровергнуть. Формализованные мате¬ 
матические теории могут существовать только при наличии мета¬ 
математики—содержательной теории, в которой недвусмысленно 
описано все, о чем говорят, и верно ли то, что говорят. 

Почему математики не довольствуются только обычным язы¬ 
ком? Чем обусловлена возможность и целесообразность исполь¬ 
зования языка знаков в математике? 


1 Н И Лобачевский. Наставления учителям математики в гимна¬ 
зиях. «Труды института истории естествознания АН СССР», т. 2, 1948, 
стр. 555—556 
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Возможность использования языка знаков в математике обус¬ 
ловлена особенностями предмета ее исследований — тем, что она 
изучает формы и отношения объектов реального мира, в извест¬ 
ных границах безразличные к их материальному содержанию. 
Существенна при этом и специфика математических доказа¬ 
тельств. Математическое доказательство состоит в построении 
цепи высказываний, начальным звеном которой являются истин¬ 
ные исходные предложения, конечным — доказываемое утверж¬ 
дение Промежуточные звенья цепи получаются в конечном счете 
из начального и соединяются с ним и конечным звеном с по¬ 
мощью законов логики и правил логического вывода. Если исход¬ 
ные утверждения записаны в символической форме, то доказа¬ 
тельство сводится к их «механическим» видоизменениям '. 

Целесообразность — а в наше время и необходимость — ис¬ 
пользования языка знаков в математике обусловлена тем, что 
при его помощи можно не только кратко и ясно записывать по¬ 
нятия и предложения математических теорий, но и развивать в 
них исчисления и алгоритмы — самое главное для разработки ме¬ 
тодов математики и ее приложений Достичь этого при помощи 
обычного языка если и возможно, то только в принципе, но не в 
практике. 

При помощи математических знаков часто удается сконстру¬ 
ировать модель для выделения в «чистом» виде основных коли¬ 
чественных отношений, в которых могут выступать различного 
рода объекты Пусть, например, рассматриваются комплексные 
числа, выражаемые в знаковой форме в виде а + Ы, вместе с 
установленными для этих чисел правилами сложения и умноже¬ 
ния: 

(а + Ы ) + (с+сіі) = (а-\-с) ( Ь+сі)і , 

(а + Ы) ( с + сіі ) = (ас — Ьй) + ( ай+Ьс)і . 

Рассмотрим множество векторов плоскости, начала которых 
отнесены к началу координат. Так как между элементами мно¬ 
жества этих векторов и элементами множества чисел вида а + Ы 
можно установить взаимно-однозначное соответствие, то пред¬ 
ставителем вектора, координаты конца которого суть (а , 6), — 
символом, его замещающим, — может быть избран знак а+Ы. 
При этом, как известно, сложение чисел а + Ы и с+сіі будет опи¬ 
сывать геометрическое сложение соответствующих им векторов 
(а, Ь) и (с, сІ) у а их сумма (а + с) + (Ь+й)і — вектор (а + с, Ь+й) у 
полученный в результате этого геометрического сложения. Вмес¬ 
те с тем сложение чисел а + Ы и с+сіі характеризует параллель¬ 
ное смещение всей плоскости вдоль вектора а + Ы , умножение 
числа а + Ы на число с + сіі , т е. произведение 

(а + Ьі) ре 


1 См А Тарский Введение в логику и методологию дедуктивных на- 
)к, пер с англ М, ИЛ, 1948, стр 84—85, 292—293 
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где 

Р = У'с 2 + <* 3 . агс»д ~ , 

описывает вращение всей плоскости вокруг точки О на угол ср, с 
одновременным удлинением всех размеров плоскости, в том 
числе и вектора (а, Ь), в отношении 1:р. Таким образом, арифме¬ 
тика комплексных чисел является точной моделью указанно¬ 
го множества векторов, с описанными выше их взаимными пере¬ 
ходами. Можно сказать иначе: арифметика комплексных чисел 
описывает множество векторов плоскости, с их возможными от¬ 
ношениями и связями, с точностью до изоморфизма. 

Где имеются подобного рода модели, изучение количествен¬ 
ных соотношений вещей проще и точнее выполняется при помо¬ 
щи знаков этих моделей. По мнению П. Л. Чебышева, указывает 
С. Н. Бернштейн, «всякое соотношение между математическими 
символами отображает соответствующее соотношение между ре¬ 
альными вещами; математическое рассуждение равнозначно 
эксперименту безукоризненной точности, повторенному неограни¬ 
ченное число раз, и должно приводить к логически и материально 
безошибочным выводам» *. 

Преимущества такой модели становятся особенно заметными, 
если на ее основе удается разработать алгоритмы решения рас¬ 
сматриваемых в теории массовых задач. Например, если расши¬ 
рить множество натуральных чисел за счет присоединения к нему 
числа нуль, то тогда и только тогда всякое натуральное число 
можно единственным образом представить в виде многочлена, 
расположенного по убывающим степеням некоторого числа. Ес¬ 
ли это число равно 10, то каждое натуральное число А может 
быть единственным образом представлено в виде 

А = я л 10' 1 + <*„_! ІО*- 1 + ... + а 0 , 

где каждое а,*, *=0, 1, 2, ..., п может принять одно из десяти 
значений: 0, 1, 2, ..., 9. Так как и после указанного присоеди¬ 
нения нуля законы счета остаются в силе, то сложение чисел Л и В 

А = 10" + а„_і 10' 1 - 1 + ... + а 0> 

В = ? т Ю” + ? т _, 10"- 1 + .' + ,3 0 , 

сводится к цепочке сложений однозначных чисел а» и р а умно¬ 
жение— к цепочке перемножений однозначных чисел а» и р ; , т. е. 
к всегда разрешимым задачам арифметики натуральных чисел. 


1 С. Н. Бернштейн. Чебышев, его влияние на развитие математики. 

<Ученые записки МГУ имени М. В. Ломоносова», вып. 91. 1947, стр. 37. 
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Таким образом, имеются алгоритмы выполнения прямых ариф¬ 
метических операций. 

Достаточная оперативность символики математической тео¬ 
рии существенно зависит от полноты символики. Это требование 
состоит в том, что символика должна содержать обозначения всех 
объектов, их отношений и связей, необходимые для разработки 
алгоритмов теории, позволяющих решать любые задачи из клас¬ 
сов однотипных задач, рассматриваемых в этой теории. Так, пози¬ 
ционная система счисления стала максимально алгоритмичной, 
когда наряду с обозначениями основных чисел от 1 до а—1 (а — 
основание системы) был введен и получил право гражданства 
знак для нуля. Алгебраическое исчисление, основоположником 
которого был Виет, стало эффективным лишь тогда, когда в ма¬ 
тематику были введены отрицательные числа, с соответственными 
обозначениями. Только после этого шага в расширении понятия 
числа стало возможным переносить все члены алгебраических 
уравнений в одну сторону (т. е. приводить уравнение к виду 

< 1пХ П Ч” ССп— 1 * * + ... + ОІО = 0) • 

Оперирование математическими знаками есть идеализирован¬ 
ный эксперимент: он в чистом виде описывает то, что имеет место 
или может быть (приближенно или точно) реализовано в дейст¬ 
вительности. Только поэтому оперирование математическими зна¬ 
ками способно служить открытию новых математических истин. 

Однако напомним еще раз, что все это возможно лишь в том 
случае, если системы знаков дают правильное описание основ¬ 
ных, определяющих отношений и свойств изучаемой математи¬ 
кой стороны действительности. Этот факт отчетливо осознавали 
многие математики. «Следует заботиться о том, — писал Лейб¬ 
ниц,— чтобы обозначения были удобны для открытий. Это боль¬ 
шей частью бывает, когда обозначения коротко выражают и как 
бы отображают интимнейшую сущность вещей. Тогда порази¬ 
тельным образом сокращается работа мысли» 4 . 

Математика, как мы знаем, изучает в объектах действитель¬ 
ности то, что (в известных границах) безразлично к их матери¬ 
альному содержанию. Благодаря этому рассматриваемые в ма¬ 
тематике объекты (числа, фигуры и т. п.) и их отношения 
(«больше», «следует» и т. п.) и связи («сложить», «умножить» 
и т. п.) могут быть без искажения и упрощения смыс- 
л а представлены замещающими и отмечающими их знаками. На 
этом пути удаетея выделить в чистом виде и дать точную модель 
количественных отношений, изучаемых в математических теори¬ 
ях, и создать аппараты исчислений, существенно необходимых для 
развития математики и ее приложений. 


1 Цит по работе А П Юшкевич Лейбниц и основание исчисления 

бесконечно малых «Успехи математических наук», 1948, т III, вып 1 (23), 

стр 156 
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Многие философы-идеалисты пытались подтвердить свое тол¬ 
кование сущности познания ссылками на роль знаков в матема¬ 
тике. В начале 50-х годов Рудольф Карнап, представитель фило¬ 
софии логического позитивизма, утверждал, что математика 
есть система высказываний, лишенных содержания, так как 
«имеет дело только с лишенными смысла символами и формула¬ 
ми, с которыми манипулирует в соответствии с данными фор¬ 
мальными правилами» 1 . Сказанное нами выше свидетельствует 
о несостоятельности такого истолкования содержания и роли ма¬ 
тематических знаков. Мы здесь поэтому ограничимся следующи¬ 
ми дополнительными замечаниями. 

Решающей силой развития математической символики явля¬ 
ется не «свободная воля» математиков, а требования практики 
математических исследований. Именно реальные математические 
исследования помогают математикам в конце концов выяснить, 
какая система знаков наилучшим образом отображает структуру 
рассматриваемых количественных отношений, в силу чего может 
быть эффективным орудием их дальнейшего изучения. Например, 
Лейбниц обозначал интеграл сначала символом | /( х ). Вскоре, 
однако, он перешел к обозначению \І(х)(Іх , так как только 
этот символ дав'ал возможность обосновать метод подстановки и 
сделал понятие интеграла оперативным. Причина этого факта 
проста. Если иметь в виду неопределенный интеграл, то второй 
символ лучше соответствует связи между первообразной и 

подынтегральной функцией ( {/(х)дх=Р(х) +с; йР(х) —І(х)дх). 

ь 

В случае определенного интеграла символ ]’/(*)^х адекватнее 

а 

отвечает его определению как предела интегральных сумм 

п 

У }(х 1 )(х 1 — лг,_і). Принятая в наше время символика тригоно- 

і=і 

метрии была в основных чертах разработана Л. Эйлером. В част¬ 
ности, он стал обозначать стороны треугольника буквами а, бис, 
а противолежащие им углы — соответствующими прописными 
буквами Л, В и С. Так как многие формулы тригонометрии свя¬ 
зывают тригонометрические функции углов с длинами сторон, им 
противолежащими, то обозначения Эйлера помогали выразить 
эти связи отчетливее, придавали соответственным формулам 

обозримость и, главное, оперативность. Вспомним формулу си- 
а Ь с 

нусов:- 7 =-=* -гг; она легко запоминается, и с нею 

3 $1П А 51П В 5ІП 6 

удобно работать. 

Общеприняты два символических представления комплекс¬ 
ных чисел — в алгебраической и тригонометрических формах. 
Когда изучают вопросы, связанные со сложением и вычитанием 


1 Ц. С а гпар. ЗешапПсз апсі іНе РЬИозорНу оі Ьап^иа^е, ІІгЪапа, 1952, 

р. 208. 
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комплексных чисел, используют первую форму их представления. 
Вторая применяется при выводе и приложениях правил возвы¬ 
шения в степень и извлечения корня. При этих условиях прави¬ 
ла названных операций с комплексными числами формулируют¬ 
ся крайне просто и, что особенно важно, их использование в вы¬ 
числениях не связано с преодолением серьезных технических 
трудностей. 

В этом легко убедиться посредством следующих сопостав¬ 
лений. 

При алгебраической записи комплексных чисел 

(#і 4- Ь х і) + (а 2 4* Ь 2 і) = (#і ± Д. 2 ) 4* (Рі і Ь 2 )і. 

Если слагаемые комплексные числа заданы в тригонометри¬ 
ческой форме, то 

Рі (соз ? + і зіп + Р 2 (соз ср 2 + І 5ІП <? 2 ) = г (созф х 4-^ 5ІП Ф), 


где 


Г = 1 Рі 2 4- р 2 2 4- 2ріР 2 соз (<р х — <? 2 ) , 


•Ь = агсід 


Рі ЗІП фі 4- Р 2 §1п у 2 
Рі С05 <Р! р2 С05<р2 


При алгебраической записи комплексных чисел формули¬ 
ровка правила сложения крайне проста. В случае тригонометри¬ 
ческого представления комплексных чисел этой простоты нет; 
приложения правила связаны с технически громоздкими расче¬ 
тами. 

Сопоставление правил возвышения в степень приведет к диа¬ 
метрально противоположному выводу. Действительно, в этом 
случае 

(а+ Ы) п —(а п 4- с г п а п ~ 2 Р+...)+(с' п &~ 1 Ь' + с 3 п а п - 3 Ь* 


[р (соз <? 4- і зіп <р)] л = р л (соз п <р + і зіп пу). 


При тригонометрическом задании комплексных чисел 


п /~, -;—г—:-т г л/-/ © + 2кк . . . « 2кк\ 

у Р (соз <Р + I ЗІП <р) = у р ^соз — -Е I зіп г — ! - — ), 


где 

к=0, 1, 2, ..., п —1. 

Если подкоренное комплексное число задано в алгебраичес¬ 
кой форме, правило извлечения корня будет громоздким и, что 
особо существенно, для п >4 практически бесполезным. 

Чем объяснить эти факты? Имеют ли они объективную осно¬ 
ву или их надо приписать счастливой случайности, сопутствовав¬ 
шей математикам при разработке символики арифметики комп¬ 
лексных чисел? 

Эти факты имеют определенную объективную основу. Ее мож¬ 
но найти, если изучить так называемые простейшие геометри- 

9 В Н Молодший 
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ческие интерпретации арифметики комплексных чисел. При этом 
под «простейшей» геометрической интерпретацией сложения 
(умножения) понимается ее истолкование в некоторой системе 
координат, при котором первый и второй компоненты суммы 
(произведения) зависят только от первых и вторых компонентов 
слагаемых (сомножителей). Если существует система координат, 
в которой истолкование сложения (умножения) будет «простым», 
то и формулировка правила сложения (умножения) также будет 
простой, а ее использование в выкладках—технически не гро¬ 
моздким. При некоторых достаточно естественных ограничениях 
можно показать, что сложение комплексных чисел получает 
«простое» истолкование только в декартовых прямолинейных 
координатах. Этот факт является реальной основой целесообраз¬ 
ности использования алгебраической формы комплексного числа 
при формулировке правила сложения (вычитания) комплексных 
чисел и при его применениях в вычислениях. Существуют четыре 
системы координат, в которых возможно «простое» истолкование 
умножения комплексных чисел. Одной из этих систем являются 
полярные координаты. Следовательно, возможны еще три прос¬ 
тые формулировки правила умножения комплексных чисел. Каж¬ 
дое из них по оперативности не уступает правилу умножения 
комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме *. 

Знак интеграла имеет сложную структуру; в нем понятие ин¬ 
теграла отображено как результат операции, обратной диффе¬ 
ренцированию (неопределенный интеграл), или как результат 
перехода к пределу (определенный интеграл). Знаки сторон и 
углов треугольника, введенные Л. Эйлером, позволяют наилуч¬ 
шим образом отобразить взаимосвязи тригонометрических функ¬ 
ций углов треугольника с его сторонами, противолежащими 
углам. Если нет необходимости учитывать связи математического 
понятия с другими понятиями — выбор знака для его представле¬ 
ния в исчислении в принципе ничем не ограничен и нередко опре¬ 
деляется соображениями, не связанными с математической сто¬ 
роной дела. Таково было положение вещей при возникновении и 
эволюции знаков натуральных чисел у народов древности. 

Во всякой математической теории истинность заключений не 
зависит от различий в знаках, представляющих математические 
объекты и обозначающих их отношения и связи. Она зависит 
только от законов, относящихся к математическим объектам, 
операциям над ними и отношениям между ними, а также от до¬ 
пустимых в теории логических средств. Факт этот — во всяком 
случае в первой части — известен математикам давно. Л. Эйлер 
подчеркивал: «...зависит от произволения, какие знаки к изобра¬ 
жению чисел употребить надобно; но всякий способ изображе- 


1 См: В. Н. Молод ш ни. О простейших геометрических интерпретаци¬ 
ях арифметики комплексных чисел. «Математика в школе», 1966, № 2. 
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имя чисел требует к арифметическим действиям особливых пра¬ 
вил, которые надлежит производить от свойств оных чисел, кото¬ 
рые употребляются» 1 . 

6. Внутренние закономерности развития математики 

Может показаться, что изложенная выше концепция зависи¬ 
мости развития математики от практики упрощает реальный про¬ 
цесс развития математики. В самом деле, если развитие матема¬ 
тики определяется практикой, то не следует ли из этого, что 
математики могут делать открытия лишь в узких границах, пред¬ 
определяемых только потребностям техники, промышленности, 
торговли и т. п ? Но история науки показывает, что математики 
нередко ведут свою науку вперед за границы, предопределяемые 
практикой данного времени, и порой развивают теории, опережа¬ 
ющие современные им требования практики на многие десятиле¬ 
тия. Что подсказало Г. Кантору основные положения развитой 
им теории множеств, занимающейся преимущественно общим 
понятием бесконечного множества? Лобачевский и Я. Бойяи от¬ 
крыли неевклидову (гиперболическую) геометрию тогда, когда 
точные измерения и данные других наук не подтверждали их ос¬ 
новное допущение о параллельных. Таких примеров можно при¬ 
вести много. 

Практика нередко побуждает математиков к исследованиям 
определенного характера; в этом случае, однако, проблема ока¬ 
зывается решенной лишь тогда, когда получит строго логиче¬ 
ское обоснование. Например, интуитивно ясное понятие ско¬ 
рости движущейся точки привело Ньютона к понятию флюксии 
(по нашей терминологии — производной). Представления о кри¬ 
вой и касательной дали Лейбницу основания для введения поня¬ 
тий 6.x и сіу. Однако способ введения основных понятий матема¬ 
тики с помощью нематематических представлений не удовлетво¬ 
ряет математика; он требует их введения в рамках некоторой 
логически стройной теории. Например, можно согласиться с тем, 
что понятие математической непрерывности было подсказано 
опытом. Но сличение данных наших органов чувств с математи¬ 
ческим аппаратом символов, выражающим учение о непрерыв¬ 
ности, дает основание утверждать, что и в этом случае опыт сыг¬ 
рал лишь наводящую роль. Философ-идеалист здесь мог бы ска¬ 
зать, что истинные основания учения о непрерывности надо ис¬ 
кать в сокровенных творческих возможностях нашего «я». Но 
был ли прав Пуанкаре, когда писал: «...ум имеет способность 
создавать символы; благодаря этой способности он построил ма¬ 
тематическую непрерывность, которая представляет собой только 


1 Л Эйлер Руководство к арифметике, ч 1, пер с нем. В Адодурова 
СПб, 1740, стр 35 



131 




особую систему символов»? *. Здание математики строится на не¬ 
многочисленных посылках, по законам, обладающим характером 
принудительной необходимости. Какую же роль тогда играет об¬ 
ращение к действительному миру? 

На все эти вопросы можно дать следующий ответ. Практиче¬ 
ская деятельность людей является решающей причиной развития 
и источником материала исследований естествознания. Мы виде¬ 
ли, что это верно и в отношении математики. Но отсюда не сле¬ 
дует, будто каждая научная теория может возникнуть лишь 
тогда, когда появятся соответствующие требования со стороны 
практической деятельности людей. Дело в том, что в силу объек¬ 
тивности законов логики и данных естествознания и математики 
и благодаря практической направленности их теорий естествозна¬ 
ние и математика обладают внутренними возможностями и сти¬ 
мулами развития, т. е. обладают относительной самостоятель¬ 
ностью развития. 

Отметим, что изучение внутренних возможностей и стимулов 
развития математики имеет не только общетеоретическое, но и 
прикладное значение. Точный учет этих возможностей н стимулов 
является одной из предпосылок определения путей разви¬ 
тия математических теорий. 

Влияние практической деятельности людей на естествознание 
и математику может быть не только непосредственным, но и опо¬ 
средованным, и именно благодаря опосредованности такого влия¬ 
ния естествознание и математика в своем развитии могут обго¬ 
нять запросы практики. Относительную самостоятельность 
развития математики мы учитывали, когда рассматривали реаль¬ 
ные предпосылки зарождения понятия натурального числа и тех¬ 
ники счета, предмет математики, условия зарождения неевкли¬ 
довых геометрий и др. Здесь мы остановимся на этом вопросе 
подробнее. 

Как известно, логика, отражающая наиболее общие законы 
развития действительности, является не только способом доказа¬ 
тельства уже открытых истин, но и методом объяснения проис¬ 
ходящих в природе процессов, методом перехода от известного к 
неизвестному. «Над всем нашим теоретическим мышлением,— 
писал Энгельс,—господствует с абсолютной силой тот факт, что 
наше субъективное мышление и объективный мир подчинены од¬ 
ним -и тем же законам и что поэтому они и не могут противоре¬ 
чить друг другу в своих результатах, а должны согласоваться 
между собою» * 2 . Поясняя эту мысль, Энгельс указывал: «Если 
наши предпосылки верны и если мы правильно применяем к ним 


'А Пуанкаре. Наука и гипотеза. М, 1904, стр 36 См в этой свя¬ 
зи Г. В Лейбниц. Новые опыты о человеческом разуме. М.—Л., Соцэкгиз, 
1936. стр. 46, 47 и 79. 

2 Ф. Энгельс. Диалектика природы. В кн • К. Маркс и Ф. Энгельс. 
Сочинения, т. 20, стр. 581. 
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законы мышления, то результат должен соответствовать дейст¬ 
вительности точно так же, как вычисление в аналитической гео¬ 
метрии должно соответствовать геометрическому построению...» *. 

Таким образом, нет ничего таинственного в возможности чисто 
логического развития математики: отражая свойства и законо¬ 
мерности количественных отношений и пространственных форм 
материального мира, математика располагает тем материалом, 
из которого, в силу объективности логики, она может делать 
дальнейшие правильные выводы. Н. И. Лобачевский, Я. Бойяи и 
К. Ф. Гаусс смогли развить гиперболическую геометрию только 
потому, что существуют и могут быть сконструированы объекты, 
отношения и связи между которыми отражает эта геометрия (хо¬ 
тя таких объектов они не знали). Таким же в принципе был путь 
развития арифметики комплексных чисел. Г. Кантор развил тео¬ 
рию множеств, базируясь на основных дисциплинах современ¬ 
ной ему математики * 2 . 

Благодаря тому что математика, как правило, исходит из 
предпосылок, точность которых в принципе доходит до точности 
утверждений арифметики натуральных чисел, результаты логиче¬ 
ского развития математики столь же точны, как точны и исход¬ 
ные посылки. 

Рассмотренный вопрос имеет большое практическое зна¬ 
чение. Объем научных результатов в математике должен быть 
больше того, что из него используется на практике в данный 
период. В противном случае отставание математики от запро¬ 
сов развивающейся деятельности людей станет хроническим яв¬ 
лением. 

В начальном периоде развития математики люди владели 
разрозненными сведениями о простейших количественных отно¬ 
шениях и пространственных формах реального мира. Они накап¬ 
ливали такие сведения, порой поднимались до осознания связей 
между отдельными математическими фактами. В то отдаленное 
время в этом и заключалась необходимая форма развития мате¬ 
матики. 

Значительно сложнее необходимые формы развития матема¬ 
тики как теории. Тут математик не может ограничиться простым 
описанием и собиранием новых фактов. Он обязан изучить новые 
факты, проанализировать их взаимосвязи с фактами, ранее уста¬ 
новленными, а потом те и другие в определенной последователь¬ 
ности логически доказать на базе посылок, известных ранее или 
для этой цели разработанных вновь. Иначе говоря, когда ставит¬ 
ся новая проблема, требуюіцая для своего решения изучения но¬ 
вых количественных отношений и пространственных форм, мате- 


Ф. Энгельс Из подготовительных работ к «Анти-Дюрингу» В кн.: 
К Маркс и Ф. Энгельс. Сочинения, т 20, стр 629 

2 См в этой связи третью главу второй части этой книги. 
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матик должен развить старые — а быть может, и новые — мате¬ 
матические теории так, чтобы они смогли отобразить изучаемые 
количественные отношения и пространственные формы во взаи- 
мосвязах с уже изученными. Благодаря этому каждая новая 
математическая теория должна быть развита 
на базе существующих математических теорий 
(И п р и м к н у т ь к н и м. Здесь слово «примкнуть» не является 
синонимом утверждения «стать рядом». История науки показы¬ 
вает, что основной путь развития и обоснования математических 
теорий — их понятий, принципов и утверждений — это путь их 
уточнения, расширения, обобщения, когда старое и новое соеди¬ 
няются в диалектическом синтезе. Следовательно, математиче¬ 
ская теория, способная решать новые задачи практики, может 
возникнуть и получить дальнейшее развитие лишь тогда, когда 
внутри математики имеются для этого необходимые предпосылки. 

Примеров, поясняющих сказанное, можно привести сколько 
угодно. Остановимся на некоторых, наиболее типичных. 

Известно, что запросы практики — включая, конечно, и запро¬ 
сы самой математики — стимулировали изучение различных ви¬ 
дов чисел: целых, дробных, иррациональных, мнимых и т. д. Дол¬ 
гое время ученые рассматривали эти виды чисел вне связи друг с 
другом. Однако анализ вопроса о выполнимости арифметических 
операций в числовых областях позволил ученым осознать, что 
целые и дробные числа являются видами чисел рациональных, 
а рациональные и иррациональные —видами чисел действитель¬ 
ных и т. д. В дальнейшем были разработаны способы обоснова¬ 
ния учения о числе, отвечающие этому пониманию развития по¬ 
нятия числа. Однако, чтобы сделать этот шаг, пришлось исполь¬ 
зовать понятие бесконечного множества и исходить из того, что 
каждая математическая теория допускает различные истолкова¬ 
ния. Последнее стало возможным только в XIX веке, поэтому и 
разработка научных способов обоснования учения о числе также 
приходится на этот век. 

При обосновании учения о действительных числах 1 исходят 
обычно из двух основных фактов: 1) область рациональных чисел 
недостаточна для измерения непрерывных величин; 2) на базе 
области рациональных чисел нельзя развить теорию пределов, 
достаточную для обоснования математического анализа. Дейст¬ 
вительно, длина диагонали квадрата, сторона которого равна 
единице, не может быть выражена никаким рациональным чис¬ 
лом. Если оставаться в границах области рациональных чисел, 
то последовательность 3; 3,1; 3,14; 3,141; 3,415; ... не имеет преде¬ 
ла (он равен л — числу трансцендентному); значит, оставаясь в 
этих границах, мы не сможем выразить числом длину окружности 


1 Здесь имеются в виду классические теории действительных чисел (Де- 
декинд, Кантор, Вейерштрасс). 
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и площадь круга. Далее стараются найти основную причину это¬ 
го факта и обнаруживают ее в том, что множество рациональных 
чисел не обладает свойством непрерывности Если рассечь пря¬ 
мую на два любых куска так, чтобы, во-первых, каждая точка 
попала в первый или во второй кусок и, во-вторых, чтобы каждая 
точка первого куска лежала левее любой точки второго куска, то 
существует одна и только одна точка, которая производит рассе¬ 
чение прямой на два куска. В этом и состоит непрерывность пря¬ 
мой линии. Напротив, если разбить множество всех рациональ¬ 
ных чисел на два класса так, чтобы, во-первых, каждое число по¬ 
пало в пер.зый или во второй класс и, во-вторых, каждое число 
первого класса было меньше любого числа второго класса, то не 
всегда существует рациональное число, которое производит это 
сечение. Значит, множество рациональных чисел не непрерывно. 

Установив этот факт, начинают исследовать два противопо¬ 
ложных типа сечений в области рациональных чисел: определяе¬ 
мых и не определяемых рациональным числом. При этом оказы¬ 
вается, что при выполнении некоторых условий сечения, опреде¬ 
ляемые рациональными числами, ведут себя как числа рацио¬ 
нальные (множество всех таких сечений изоморфно множеству 
всех рациональных чисел), а сечения, не определяемые рацио¬ 
нальными числами, — как числа новой природы. Поэтому сечения 
первого вида можно назвать числами рациональными, второго — 
числами иррациональными, множество же всех таких сечений — 
действительными числами. 

Изучение основных свойств новой, расширенной области чи¬ 
сел показывает, что она обладает такой же непрерывностью, ка¬ 
кая присуща и множеству точек прямой. Благодаря этому между 
точками прямой и действительными числами можно установить 
взаимно-однозначное соответствие с сохранением порядка следо¬ 
вания их элементов и решить как указанные выше две исходные, 
так и другие фундаментальные задачи геометрии и математиче¬ 
ского анализа. Таким образом, необходимые для математики ре¬ 
зультаты удается получить потому, что единое множество всех 
сечений в области рациональных чисел рассматривается как 
единство противоположностей — в данном случае противополож¬ 
ных видов сечений, изучение которых позволяет вскрыть их взаи¬ 
мосвязи и различия, развить теорию действительных чисел, сни¬ 
мающую эти противоположности в синтезе, каким выступает по¬ 
нятие действительного числа. 

Таково же в принципе построение и арифметик других видов 
чисел: положительных и отрицательных целых чисел, рациональ¬ 
ных и комплексных чисел, обосновываемых при помощи теории 
пар. Натуральное количественное число, как начальный пункт 
развития понятия числа, вводится в математику через абстрак¬ 
цию от качественных особенностей элементов множеств, с сохра¬ 
нением количественных характеристик последних. Аналогичную 
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картину дает история развития и логического обоснования поня¬ 
тий функции и интеграла 1 . 

Когда Н. И. Лобачевский и Я. Бойяи открыли гиперболиче¬ 
скую геометрию, они понимали, что новая геометрия включает 
евклидову как предельный случай. Однако многие их современ¬ 
ники считали противоположность гиперболической геометрии 
евклидовой простирающейся настолько, что признание одной ка¬ 
залось им эквивалентным признанию ложности другой. Вскоре, 
однако, математика разбила эти метафизические противопостав¬ 
ления. Б. Риман развил новую геометрию — эллиптическую и по¬ 
казал, что три геометрии — эллиптическая, евклидова (парабо¬ 
лическая) и гиперболическая — частные виды единого учения о 
пространстве постоянной кривизны. Тем самым Б. Риман пока¬ 
зал, что геометрия в историческом и логическом развитии следу¬ 
ет тем же основным законам, каким следует учение о числе и ма¬ 
тематический анализ. 

В указанном же плане следует рассматривать и внутреннее 
содержание процесса расширения понятия площади, объема, по¬ 
нятия величины и т. п. 

В период господства метафизического метода в естествозна¬ 
нии в XVII, XVIII веках и начале XIX века математики нередко 
останавливали свое внимание на одной из противоположностей, 
а другую игнорировали. Например, они изучали действительные 
числа, а комплексные называли мнимыми и полагали, что по¬ 
следние не допускают реального истолкования. Они изучали 
свойства аналитических функций и редко (до начала XIX века) 
обращали внимание на функции разрывные 2 . 

Новые проблемы, которые пришлось решать математикам 
XIX века, показали, что такой односторонний подход к объектам 
изучения тормозит развитие математики и ее приложений. Вслед¬ 
ствие этого преимущественно со второй половины XIX века ма¬ 
тематики сознательно стали интересоваться всеми фор¬ 
ма м и, в каких могут выступать объекты их исследований. И ес¬ 
ли им приходилось начинать с одной или нескольких — но не 
всех возможных — форм объектов исследования, они старались 
-найти -или сконструировать другие формы и развить от¬ 
носящуюся к ним всем общую теорию. В общей теории исходная 
проблема нередко оказывалась одной из задач, решаемых сред¬ 
ствами этой теории. 

Например, Г. Кантор обратил внимание на бесконечные мно¬ 
жества, когда, в связи с попытками решить некоторые задачи тео¬ 
рии тригонометрических рядов, начал изучать и сопоставлять 
линейные точечные множества. Именно здесь был исходный 


1 Это будет показано во второй части книги 

2 О причинах и последствиях этих фактов мы будем подробно говорить 
во второй главе второй части «Очерков». 
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пункт пути, двигаясь по которому Г. Кантор ввел понятие мощ¬ 
ности множества и установил существование множеств различ¬ 
ной мощности (ів особенности счетных и мощности континуума). 
Но в общем учении о множествах, в основном построенном 
Г. Кантором, учение о линейных точечных множествах играет 
уже подчиненную роль. 

Таким образом, логика развития принципов, по¬ 
нятий и утверждений математических теорий 
и законов их построений является фактором, 
создающим сильные стимулы внутрилогич ем¬ 
кого развития содержания математики. 

В этой связи необходимо отметить также следующее. 

Развитие каждой математической теории связано обычно с 
разработкой алгоритмов, с помощью которых можно решать за¬ 
дачи из некоторых классов однотипных задач (формулировка ко¬ 
торых может быть дана в терминах теории). Математики неред¬ 
ко формулировали алгоритм, выделяя общие черты приемов ре¬ 
шения некоторых задач из соответствующего класса задач. 
Обычно это были задачи, в формулировках и в ходе решения ко¬ 
торых использовались только понятия, ранее установленные и 
принятые в теории. Когда математики начинали применять такой 
алгоритм к любым задачам соответствующего класса задач, то 
порой убеждались, что он станет работающим во всех случаях 
лишь тогда, когда в математику (соответственно в математиче¬ 
скую теорию) будет введено новое математическое понятие — 
новый абстрактный объект, объективный смысл 
которого не ясен или не достаточно ясен, а 
свойства «парадоксальн ы». Обусловливалось это в ко¬ 
нечном счете тем, что такое понятие возникло не как непосред¬ 
ственное отражение каких-либо количественных отношений дей¬ 
ствительности и не сводится к ранее установленным понятиям. 
Оно появилось как результат некоторой операции, ранее пред¬ 
ставляющейся «неосуществимой», но осуществимость которой 
стала необходимой для универсальной оперативности алгоритма. 
Чтобы снять с такого понятия «мистический наряд» — выяснить 
его объективный смысл и границы приложимости, математикам 
приходилось порой трудиться многие десятилетия и даже столе¬ 
тия. Если все же они мирились с таким понятием до его доста¬ 
точного теоретического обоснования, то только потому, что пост¬ 
роенные с его применением алгоритмы во всех случаях приводи¬ 
ли к правильным результатам. 

В древнем Китае (не позднее II—III веков н. э.) был разрабо¬ 
тан единый алгоритм решения систем линейных уравнений. 
В современных терминах этот алгоритм сводился к конечной це¬ 
почке преобразований расширенной матрицы исходной системы 
уравнений, до получения матриц с нулями. С помощью послед¬ 
них удалось найти корни системы, выражаемые положительными 
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целыми или дробными числами Г В исходных случаях матрица 
системы и промежуточные матрицы, получаемые из нее соответ¬ 
ствующими преобразованиями, имели своими элементами нату¬ 
ральные числа или нули. Но когда древнекитайские математи¬ 
ки стали применять свой алгоритм к системам линейных уравне¬ 
ний с самыми разнообразными натуральными коэффициентами 
при неизвестных, то оказалось, что при преобразованиях расши¬ 
ренной матрицы системы для получения матриц с нулями необ¬ 
ходимо порой вычитать большие числа нз меньших (в 
частности, единицу из нуля). Чтобы обеспечить своему алгоритму 
«универсальную» применимость, древнекитайские математики 
ввели отрицательные числа. Более того, они стали применять 
свой алгоритм к системам линейных уравнений, в которых коэф¬ 
фициентами при некоторых неизвестных были отрицательные 
числа. Однако природа отрицательных чисел и особенно смысл 
арифметических действий с ними и числами положительными до 
второй четверти XIX века были далеко не ясны и нередко подвер¬ 
гались резкой критике. По древнекитайские математики, а вслед 
за ними математики Индии и Европы работали с положительны¬ 
ми и отрицательными числами, так как использующие эти числа 
алгоритмы алгебры, аналитической геометрии и математическо¬ 
го анализа всегда приводили к правильным результатам. 

Такой же путь, в принципе, прошло в своем развитии и по¬ 
нятие комплексного числа 1 2 . 

Почему же понятие отрицательного, а вслед за ним комплекс¬ 
ного числа долгое время казалось математикам «парадоксаль¬ 
ным», «софистическим», «мнимым» и т. п.? На этот вопрос сами 
математики дали в свое время исчерпывающий ответ. 

В 1867 году вышла в свет популярная работа Гуэля, посвя¬ 
щенная арифметике комплексных чисел 3 . Гуэль указывает, что 
для начинающих изучать алгебру наибольшие затруднения пред¬ 
ставляют понятия об отрицательных и мнимых количествах и 
действиях с ними. Это обусловлено тем, говорит Гуэль, что знаки 
этих количеств, равно как и знаки арифметических действий с 
ними, вводятся так, как будто им «нет ничего соответст¬ 
венного в действительном мире» 4 (Выделено 
мною.— В. М.). В этой связи Гуэль считает совершенно необхо- 


1 См. древнекитайский трактат «Математика в девяти книгах», кн. VIII. 
«Историко-математические исследования», вып X. М., Гостехиздат, 1957, 
стр. 498—506, и примечания Э. И. Березкиной к VIII книге этого трактата, 
стр. 564—574; В. Н. Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале 
XIX века. М, Учпедгиз, 1963, стр. 104—108. 

2 См.: В. Н. Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале 
XIX века, М., Учпедгиз, 1963, гл. VII. 

3 Н о й е I. ТІіёогіе ёіётепіаіге (Іе$ циапШёз сотріехез, Ргг з, 1867. Рус¬ 
ский перевод первой части этой работы был вскоре опубликован в «Матема¬ 
тическом сборнике» (старая серия), т. V, вып. 2. М., 1870 

4 Первая страница русского издания работы Гуэля. 


138 




димым знакомить изучающих алгебру с геометрическим истол¬ 
кованием арифметики комплексных чисел (следовательно, и 
арифметики положительных и отрицательных чисел). 

Гуэль отчетливо выразил точку зрения многих математиков 
своего времени; об этом говорит следующий факт. В начале иссле¬ 
дований по обоснованию арифметики комплексных чисел и раз¬ 
витию арифметики кватернионов (1837) Гамильтон рассматри¬ 
вал их как упорядоченные комплексы (а ь а 2 ), (яь а 2у Оз, а 4 ), свя¬ 
зывая первые с временной интерпретацией. Однако со второй 
половины XIX века Гамильтон перешел к геометрическому 
истолкованию арифметики кватернионов, так как, объяснил он, 
она «более понятна и интересна для приложений геометрического 
и физического характера» ! . 

Трудности теоретико-множественного обоснования матема¬ 
тики имеют одним из овоих источников применяемые в ней спо¬ 
собы рассуждений, которые приводят к понятиям (абстрактным 
объектам), объективный смысл которых (как говорят — сущест¬ 
вование которых) можно поставить под сомнение 1 2 . 

Когда математическая теория строится или построена, почти 
всегда возникают задачи и вопросы, которые можно формулиро¬ 
вать в ее терминах, но решить ее средствами невозможно. Непрс- 
кращающиеся попытки решить эти задачи и вопросы ведут не¬ 
редко далеко за пределы исходной теории, являются могучим 
внутренним стимулом развития математики. Получаемые в этой 
связи результаты, как правило, неизмеримо ценнее тех задач и 
вопросов, коим они обязаны своим происхождением. И это по¬ 
нятно: чтобы решить задачи и вопросы, не разрешимые методами 
исходной теории, надо создать новые, более общие и сильные ме¬ 
тоды, для чего необходимо выйти за ее пределы и развить более 
общую теорию. 

Попытки доказать великую теорему Ферма стимулировали 
создание теории идеалов 3 . Старания древнегреческих ученых 
решить три знаменитые задачи древности — трисекцию угла, уд¬ 
воение куба и квадратуру круга — побудили их изучать кониче¬ 
ские сечения и некоторые трансцендентные кривые, развивать 
геометрические способы решения кубических уравнений и т. п. 
Накопленный ими здесь материал служил среднеазиатским и ев¬ 
ропейским ученым (вплоть до Ферма, Декарта, Ньютона и Лейб¬ 
ница) отправным пунктом многочисленных плодотворных иссле- 


1 См ФД Крам ар Алгебра кватернионов и геометрическое исчисле¬ 
ние Гамильтона «Известия Академии наук Казахской ССР, серия физико-ма¬ 
тематических наук», 1964, вып 2, стр 100. 

2 Об этих трудностях см третью главу второй части 

3 Великая теорема Ферма гласит - уравнение х п + у п — г п при л>2 и 
х-у-г^0 не разрешимо в целых числах От Ферма сохранилась запись, что он 
нашел поистине удивительное доказательство этой теоремы Однако запись 
самого доказательства не была найдена 
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дований. Даже в XVIII—XIX веках математика испытывала пло¬ 
дотворное влияние этих задач. В первую очередь здесь надо 
упомянуть исследования об условиях разрешимости геометри¬ 
ческих задач при помощи циркуля и линейки, о трансцендент¬ 
ных числах, в частности о числах е и я и т. п. 

Возникнув, новая математическая теория (открытие) обычно 
стимулирует дальнейшее развитие математики. В свете вновь от¬ 
крытых фактов известные математические понятия и методы по¬ 
лучают новое содержание, перерастают в новые данные матема¬ 
тики. Открытие аналитической геометрии, дифференциального и 
интегрального исчислений оказали огромное влияние на разра¬ 
ботку учения о числе, дифференциальной геометрии и других ма¬ 
тематических теорий. Открытие кватернионов (Гамильтон) и 
одной системы гиперкомллексных чисел (Г. Грассман) 1 создало 
новые возможности развития понятия числа и привело к концеп¬ 
циям матрицы и линейного оператора. В этой связи находится но¬ 
вый этап развития алгебры, начало которому было положено в 
середине XIX века в Англии (Пикок, А. де Морган, Кэли и дру¬ 
гие). Арифметика кватернионов оказала влияние и на развитие 
математического аппарата физики и техники. Представители на¬ 
званных дисциплин развили векторное исчисление, выделив из 
арифметики кватернионов понятие вектора, векторного и скаляр¬ 
ного произведений. Наконец, развитие математических теорий с 
существенно новыми результатами, как правило, ставіит новые 
вопросы в проблемах обоснования математики и тем способству¬ 
ет разработке более действенных методов математики. В этой 
связи уместно напомнить о том исключительном влиянии, какое 
оказало открытие неевклидовых геометрий на развитие совре¬ 
менного аксиоматического метода и на весь стиль мышления 
математиков XIX века 2 . 

Необходимо, однако, отметить, что возможности внутрилоги- 
ческого развития математики всегда в известной мере ограниче¬ 
ны .и регулируются потребностями общества, а также уровнем 
научного знания. 

Как уже указывалось, конические сечения открыли и исследо¬ 
вали древнегреческие ученые в связи с попытками решить задачу 
об удвоении куба. Демокрит, Евдокс и Архимед развили и твор¬ 
чески использовали начальные формы инфинитезимальных мето¬ 
дов. Однако эти их открытия получили надлежащую оценку и 
интенсивное развитие лишь в XVII веке, когда в Европе разра¬ 
ботка задач и проблем астрономии и механики потребовала 
средств аналитической геометрии, а потом и математического 
анализа. 


1 Знакопеременные числа Г. Грассмана. 

2 См.: А Н. К о л м о г о р о в. Лобачевский и математическое мышление 
XIX Вт Сб. «Николай Иванович Лобачевский». М.—Л, Гостехиздат, 1943. 
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Д. Спейдель с 1620 по 1626 год издал несколько раз таблицы 
логарифмов шисел с основанием е = Нт (і-| -) . До последней 

П-+оо 7 

четверти XVII века таблицы Спейделя не привлекали внимания 
ученых. Когда Лейбниц, Ньютон и их последователи разработа¬ 
ли дифференциальное и интегральное исчисления и в этой связи 
установили большое значение числа е для математического ана¬ 
лиза, таблицы Спейделя получили признание и нашли приме¬ 
нение 

В конце XVIII и начале XIX века Вессель и Арган впервые 
развили геометрическое истолкование арифметики обыкновенных 
комплексных чисел с помощью векторов, лежащих на плоскости 
Основываясь на этом, они пытались по аналогии развить арифме¬ 
тику высших комплексных чисел как арифметику векторов в 
трехмерном пространстве. Это им не удалось, так как по основ¬ 
ным свойствам эти числ"а существенно отличаются от обычных 
комплексных чисел Проблема была решена в 50-х годах XIX ве¬ 
ка, когда Гамильтон и Г. Грассман, основываясь на понятии по¬ 
ля и геометрии п-мерных пространств, развили арифметики ква¬ 
тернионов и знакопеременных гиперкомплексных чисел. 

Основоположником математической логики был Г. В Лейб¬ 
ниц. Однако до середины прошлого века идеи математической 
логики развивались слабо. Математики и логики обратились к 
этим идеям лишь в конце XIX века, когда новые проблемы обо¬ 
снования математики потребовали средств математической логи¬ 
ки (Фреге, Рассел и другие). Наконец, период бурного развития 
математической логики наступил, когда ее данные оказались 
с>щественно необходимыми для машинной математики. 

Ограниченность возможностей чисто логического развития 
математики отмечал в свое время П. Л. Чебышев. «Сближение 
теории с практикою, — писал он, — дает самые благотворные ре¬ 
зультаты, и не одна только практика от этого выигрывает; сами 
науки развиваются под влиянием ее: она открывает им новые 
предметы для исследования или новые стороны в предметах дав¬ 
но известных... Если теория много выигрывает от новых прило¬ 
жений старой методы или от новых развитий ее, то она еще более 
приобретает открытием новых метод, и в этом случае науки на¬ 
ходят себе верного руководителя в практике» *. 

Если объединить сказанное здесь о внутренних возможностях 
и стимулах развития математических теорий с тем, что говори¬ 
лось ранее о цели и средствах логического обоснования матема¬ 
тики, то естественным будет следующее заключение 

Развитие математических теорий в общем и целом определя¬ 
ется потребностями производства и других наук. Но в частностях 


1 П Л. Чебышев Поли собр соч, т V М—Л, Изд-вѳ АН СССР, 
1951, стр. 150. 
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и внутри этой общей зависимости каждая математическая тео¬ 
рия следует своим собственным законам развития, имеющим свое 
основание в первую очередь в специфических особенностях пред¬ 
мета ее исследований. В этом смысле каждая математическая 
теория обладает относительной самостоятельностью развития, 
следует собственному движению. 

Благодаря тому, что развитие математики закономерно и обу. 
словлено материально-общественной деятельностью человечест¬ 
ва, математика есть целостная наука, все конкретнее и содержа¬ 
тельнее отображающая пространственные формы и количествен¬ 
ные соотношения действительности. 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ 

ТРИ ОСНОВНЫХ КРИЗИСА ОСНОВ МАТЕМАТИКИ 


Построение новых и дальнейшее развитие существующих 
математических теорий связано обычно с разработкой и уточ¬ 
нением (обобщением) их исходных основных понятий и посы¬ 
лок и основанных на них методов. Математики нередко встре¬ 
чались при этом с трудностями, преодолеть которые им удава¬ 
лось только после продолжительных поисков. Эти трудности 
роста математики — трудности ее обоснования; они были, есть 
и будут в дальнейшем. 

Трудности обоснования математики играют наиболее значи¬ 
тельную роль в развитии математики тогда, когда возникает 
необходимость в коренной переработке общих основ и методо¬ 
логии всех (или достаточно большого числа) математических тео¬ 
рий. В этих случаях говорят о кризисе основ математики. Из¬ 
вестны три таких кризиса. Впервые кризис основ наук возник 
в математике в древней Греции, в начале ее формирования как 
научной системы. Второй имел место в конце XVII и в XVIII 
веке. Третий возник в конце XIX века; он не преодолен и в на¬ 
ше время и оказывает влияние на развитие современной мате¬ 
матики *. Мы рассмотрим сущность этих кризисов математи¬ 
ки, имея в виду преимущественно подтверждение выводов, сде¬ 
ланных ранее о закономерностях развития математики как 
теории. 


' См. по этому вопросу: А. Френкель, И. Бар-Хилл ел. Основания 
теории множеств, гл. 1, § 5, пер. с англ. Ю. А Гастева, под ред А С. Есенина- 
Вольпина. М , «Мир», 1966, стр 26—28 
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Г лава первая 

РАЗРАБОТКА СПОСОБОВ ОБОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ 
В ДРЕВНЕЙ ГРЕЦИИ ОТ ПИФАГОРА ДО ЕВКЛИДА 

§ 1. Математика пифагорейцев 

Математика как теория получила развитие в школе Пифа. 
гора (57 І— 479 годы до н. э.) ! . 

Главной заслугой пифагорейцев в области науки является 
существенное развитие математики как по содержанию, так и 
по форме. По содержанию — открытие новых математических 
фактов. По форме — построение геометрии и арифметики как те¬ 
оретических, доказательных наук, изучающих свойства отвле¬ 
ченных понятий о числах и геометрических формах. Древнегре¬ 
ческий комментатор Прокл (V век) писал о Пифагоре, что он 
преобразовал геометрию, придав ей форму свободной науки, 
рассматривая ее принципы чисто абстрактным образом и иссле¬ 
дуя теоремы с нематериальной, интеллектуальной точки зрения, 
именно Пифагор нашел теорию иррациональных количеств и 
открыл конструкцию космических фигур. 

Дедуктивное построение геометрии явилось мощным стиму¬ 
лом ее дальнейшего роста 

Пифагорейцы развили и обосновали планиметрию прямоли¬ 
нейных фигур: учение о параллельных линиях, треугольниках, 
четырехугольниках, правильных многоугольниках. Получила 
развитие элементарная теория окружности и круга. Наличие у 
пифагорейцев учения о параллельных линиях говорит о том, 
что они владели методом доказательства от противного и впер¬ 
вые доказали теорему о сумме углов треугольника. 

Вершиной достижений пифагорейцев в планиметрии являет¬ 
ся доказательство теоремы Пифагора. Последняя за много сто¬ 
летий раньше была сформулирована вавилонскими, китайски¬ 
ми и индийскими учеными, однако ее доказательство им не 
было известно 

Успехи пифагорейцев в стереометрии были менее значитеть- 
ны. Они занимались изучением свойств шара, открыли построе¬ 
ние четырех правильных многоугольников — тетраэдра, куба, ок¬ 
таэдра и додекаэдра (икосаэдр исследовал впоследствии Теэ- 
тет). Однако они не смогли обосновать утверждения, относя¬ 
щиеся к объемам тел (пирамиды, конуса, цилиндра и шара), хотя, 
конечно, эти утверждения были установлены эмпирически мно- 


1 Школа (союз) Пифагора была одновременно политическом партиен 
правившей в г Кротоне (Южная Италия) рабовладельческой аристокра 
тни, научно-философской школой и замкнутым братством. Мы рассматрива¬ 
ем только достижения пифагорейцев в развитии содержания и основ матема¬ 
тики 
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гв веков раньше. Не знали пифагорейцы и отношения поверх¬ 
ности шара к большому кругу. 

В области арифметики пифагорейцы изучали свойства чет¬ 
ных и нечетных, простых и составных натуральных чисел, иска¬ 
ли совершенные числа, т. е. такие, которые равны сумме всех 
Своих делителей (например, 6= 1+2 + 3; 28=1+2 + 4 + 7+14). 
РІо-видимому, они установили, что если число 2 П —1 является 
простым, то число 2 П_І *(2 П —1)—совершенное. Пифагорейцы 
знали также дробные числа и в этой связи разработали теорию 
арифметической и геометрической пропорций. Они владели поня¬ 
тиями среднего арифметического, среднего геометрического и 
среднего гармонического 

Как ни велики заслуги пифагорейцев в развитии содержа¬ 
ния и систематизации геометрии и арифметики, однако все они 
не могут сравниться со сделанным ими же открытием несоизмери¬ 
мых величин. Это открытие явилось по¬ 
воротным пунктом в истории античной 
математики. По поводу этого открытия 
Аристотель говорил, что Пифагор пока¬ 
зал, что если бы диагональ квадрата бы¬ 
ла соизмерима с его стороной, то четное 
равнялось бы нечетному *. 

Это замечание Аристотеля ясно пока¬ 
зывает, что при доказательстве несоизме¬ 
римости диагонали квадрата с его сторо¬ 
ной Пифагор использовал метод от противного (рис. 10). 

Пусть, действительно, диагональ АВ соизмерима со сторо¬ 
ной АС квадрата АСВй. Тогда, где р и <7 — натуральные 

числа. Дробь — можно считать несократимой (иначе ее можно 

Я 

было бы сократить); значит, р или ц будет числом нечетным. 
Примем АС= 1. По теореме Пифагора должно быть: 



значит, 


= !*+!* = 2 ; 




т е. р 1 2 делится нацело на 2; следовательно, и р также делит¬ 
ся нацело на 2: 


р = 2р 


і > 


где р і — некоторое натуральное число. 


1 См Аристотель Метафизика, перевод и примечания А В Кубнцко- 
го М—Л, Соцэкгиз, 1934, стр 93, 153, 166. 

10 В. Н. Молодший 
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Аналогично получаем: 

Я -=- 2 < 7 і . 

где Я\ также некоторое натуральное число. 

Итак, р и я — оба четные числа. Поскольку р или я — число 
нечетное, выходит, что четное число равно нечетному числу. 

В конце V века до н. э. Феодор из Кирены установил, что 
несоизмеримость диагонали квадрата с его стороной не явля¬ 
ется исключением. Он показал, что стороны квадратов, площа¬ 
ди которых равны 3, 5, 6, ..., 17, несоизмеримы со стороной еди¬ 
ничного квадрата. 

Пифагор учил, что сущность всех вещей есть число; число — 
сами вещи; гармония чисел — гармония самих вещей. Ар исто- 
тель говорил, что у пифагорейцев числа принимались за начало и 
в качестве материи для вещей и в качестве [выражения для] 
их состояния и свойств *. 

В период формирования и деятельности пифагорейского со¬ 
юза основная философская установка пифагорейцев занимала 
по отношению к познанию прогрессивную роль: она направля¬ 
ла внимание ученых на изучение количественной стороны дейст¬ 
вительного мира. Факт этот подчеркнул Ф. Энгельс: «Подобно 
тому как число подчинено определенным законам, так подчине¬ 
на им и вселенная; этим впервые высказывается мысль о зако¬ 
номерности вселенной» 2 . 

Открытие несоизмеримых величин сначала «вызвало удив¬ 
ление» (Аристотель). Это естественно: до открытии Пифагора 
древнегреческие математики считали, что любые два отрезка 
имеют общую меру, хотя, быть может, и очень малую. Когда, 
однако, пифагорейцы убедились, что доказательство существо¬ 
вания несоизмеримы* величин безупречно, они поняли, что их 
философия оказалась в затруднительном положении. 

Пифагорейцы знали только положительные целые и дроб¬ 
ные числа. Следуя своей философской установке, они, по сути 
дела, считали, что каждая вещь может быть охарактеризована 
положительным целым или дробным числом, которое «выра¬ 
жает сущность» этой вещи. На деле это означало, что геомет¬ 
рия строилась на базе арифметики. Открытие несоизмеримых 
отрезков знаменовало поэтому начало кризиса пифагорейской 
философии и методологических основ развиваемой ими системы 
математики. 

После обнаружения существования несоизмеримых величин 
перед пифагорейцами открылись две возможности. Можно бы¬ 
ло пытаться расширить понятие числа за счет присоединения 


' См Аристотель Метафизика М—Л, 1934, стр 27 
^ Ф Энгельс Диалектика природы В кн К Маркс и Ф Эн¬ 
гельс Соч , т 20, стр 148 




к рациональным числам чисел иррациональных, охарактеризо¬ 
вать несоизмеримые величины числами новой природы и та¬ 
ким образом восстановить силу философского принципа — «все 
есть число». 

Однако этот путь, столь естественный и простой с современ¬ 
ной точки зрения, для пифагорейцев был закрыт. В этом случае 
надо было построить достаточно строгую арифметическую теорию 
действительных чисел, что при уровне пифагорейской математи¬ 
ки было делом невыполнимым. Поэтому надо было идти по дру¬ 
гому пути — по пути определенного пересмотра исходных прин¬ 
ципов, например принять, что геометрические объекты являются 
величинами более общей природы, чем дробные и целые числа, и 
пытаться строить всю математику не на арифметической, а на 
геометрической основе. Именно этот второй путь и избрали пи¬ 
фагорейцы, а вслед за ними и большинство древнегреческих ма¬ 
тематиков, вплоть до Архимеда и Аполлония. 

Чтобы построить всю математику на геометрической основе, 
необходимо было развить прямое исчисление геометрических 
величин: представить величины отрезками, плоскими и про¬ 
странственными фигурами; геометрически истолковать арифме¬ 
тические операции; установить орудия построения. Затем было 
необходимо разработать геометрический эквивалент алгебры: 
определить геометрически операции алгебры; установить гео¬ 
метрические способы записи и решения уравнений и, наконец, 
разработать классификацию алгебраических иррациональнос¬ 
тей, которые могуг быть получены при геометрическом решении 
уравнений 

В связи с признанием циркуля и линейки единственными ору¬ 
диями геометрических построений задача классификации ирра¬ 
циональностей свелась к характеристике корней квадратных и 
биквадратных уравнений, положительные действительные корни 
которых можно построить этими орудиями (квадратичные ирра¬ 
циональности). Наконец, надо было разработать геометрический 
эквивалент основ математического анализа, существенно необхо¬ 
димый для теории подобия и учения о площади круга и об объе¬ 
мах тел (пирамиды, шара и др.). Здесь были два узловых пунк¬ 
та— изыскание геометрического эквивалента теории положи¬ 
тельных вещественных чисел и теории пределов. 

Величие древнегреческих математиков сказалось в том, что 
все эти проблемы они решили полностью. Для этого они разви¬ 
ли новые математические теории исключительной стройности 
и изящества, сущность и значение которых были оценены по до¬ 
стоинству лишь во второй половине XIX века. Об этих теориях 
мы скажем несколько позже. 


10* 
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2. Проблема бесконечности в древнегреческой 

философии и математике 

Понятие бесконечности возникло первоначально в астроно¬ 
мии. Астрономия развивалась многими народами, в первую 
очередь теми, кто занимался земледелием (древний Египет, Ва¬ 
вилон, древний Китай, древняя Индия, Халдея, древняя Греция 
и др.). 

Народы, развивавшие вместе с астрономией и философию, 
исследовали и вопрос о природе и формах бесконечного. Это 
естественно: философия есть учение о мире как целом, астроно¬ 
мия дает общую картину мироздания. Фалес, Анаксимандр, 
Пифагор, Евдокс и многие другие мыслители древней Греции 
занимались как астрономическими, так и философскими проб¬ 
лемами. Здесь мы кратко опишем их взгляды на бесконечность, 
имея в виду лишь то, что оказалось существенным для разви¬ 
тия содержания и способов обоснования древнегреческой мате¬ 
матики. 

В древнегреческой философии понятие бесконечности появи¬ 
лось впервые у материалистов милетской школы. Анаксимандр 
(610—546 годы до н. э.), преемник Фалеса, учил: материя бес¬ 
конечна в пространстве и во времени; вселенная бесконечна, 
число миров бесконечно. Анаксимен (546 год до н. э. — рас¬ 
цвет деятельности) говорил: вечный круговорот материи — это 
и есть бесконечность. 

Понятие бесконечности как математическая категория 
впервые появляется у Анаксагора (около 500—428 годов до н. э.). 
В сочинении «О природе» (сохранились лишь отрывки) 
Анаксагор писал: вещи бесконечно делимы, нет последней сту¬ 
пени делимости материи; с другой стороны, всегда имеется неч¬ 
то большее, чем то, что является большйм. Бесконечность для 
Анаксагора — потенциальная; она существует в двух формах: 
как бесконечно малое и бесконечно большое. В математике 
точка зрения Анаксагора нашла благоприятную почву благодаря 
открытию несоизмеримых величин — величин, которые не могут 
быть измерены любой, как угодно малой, общей мерой. 

Демокрит (около 460—370 годов до н. э.), по-видимому, изу¬ 
чал так называемые роговидные углы 1 (углы, образуемые дугой 
окружности и касательной к ней). Поскольку каждый роговид¬ 
ный угол «меньше» любого прямолинейного угла, здесь появля¬ 
ется понятие актуально бесконечно малого. Впоследствии появи¬ 
лось и понятие актуальной бесконечности. Аристотель (384—322 
годы до н. э.) отчетливо различает два вида бесконечности: по¬ 
тенциальную и актуальную. 


1 О роговидных углах см.: Ф. К л е и н. Элементарная математика с точки 
зрения высшей, т. II, пер. с нем. М.—Л., Гостехиздат, 1923, стр. 336—342. 
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Понятие актуальной бесконечности в древней Греции не по¬ 
лучило развития как в философии, так и в математике. Матема¬ 
тики считали, что «целое больше любой своей части», и тем са¬ 
мым, по существу, исключали актуальную бесконечность Г Фило¬ 
софы (Аристотель, например) доказывали противоречивость по¬ 
нятия актуальной бесконечности и тем самым поддерживали ма¬ 
тематиков 1 2 . Развивая общую теорию пропорций, Евдокс и Ев¬ 
клид опирались на так называемую аксиому Евдокса (Архиме¬ 
да), которая исключает из рассмотрения актуально бесконечно 
малые. 

Понятие бесконечности подвергалось серьезной критике со 
стороны Зенона Элейского (около 490—430 годов до н. э.). Зенон 
был учеником Парменида, главы элейской школы. Парменид ут¬ 
верждал, что бытие едино, неподвижно и неизменно. Движение, 
изменение — это только видимость, обусловленная несовершен¬ 
ством наших органов чувств. Мир (бытие) может быть познан 
только разумом, но не чувствами. 

Зенон Элейский выдвинул 45 апорий (антиномий) 3 , имея при 
этом целью развить и лучше обосновать учение Парменида. Из 
этих антиномий до нашего времени дошло только 9. Вот наибо¬ 
лее характерные из них. 

Против множественности вещей. 

Если величин много и они непротяженны, то они не сущест¬ 
вуют; если есть много (непротяженных) величин, то (их сум¬ 
ма) неизбежно должна быть так мала... чтобы совершенно от¬ 
сутствовала всякая величина. 

Если же величин много и они протяженны, то сумма не толь¬ 
ко бесконечно большого, но даже любого числа таких величин 
бесконечно велика. Потому что между (двумя) отдельными ве¬ 
щами всегда находится еще одна (т. е. промежуток), а между 
этими последними еще одна (т. е. промежуток между вещью и 
промежутком). Таким образом, (сумма) отдельных вещей бес¬ 
конечно велика. 

Значит, мир един, множественности не существует. 

Против движения. 

«Д и х о т о м и я». Движения нет, потому что то, что движется, 
должно дойти до середины, прежде чем оно дойдет до конца. 
Но если бы тело дошло до середины, оно должно было бы 
раньше дойти до середины этой середины и т. д., до бесконечно¬ 
сти, а это невозможно. Таким образом, движение не может на¬ 
чаться. 


1 Напомним, что множес' іесконечным тогда и только тогда, 

когда оно эквивалентно некоторому своему правильному подмножеству. 

2 См.: Аристотель. Метафизика, перевод и примечания А. В. Кубиц- 
кого. М.—Л., Соцэкгиз, 1934, стр. 76, 196, 197, 232. 

3 Апория — тупик; антиномия — неразрешимое противоречие. 
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«Ахиллес и черепаха». Медленный в беге никогда не 
будет перегнан быстрым, потому что тот, кто преследует, 
должен сначала достичь точки, из которой начал убегающий, 
так что убегающий всегда будет на некотором расстоянии впе¬ 
реди. 

Заслуга Зенона Элейского в развитии философии и матема¬ 
тики состоит в том, что он выявил реальную противоречивость 
времени, движения и пространства, а значит, и бесконечности. 
В. И. Ленин писал, что Зенон не отрицал чувственную достовер¬ 
ность движения; его интересовал вопрос, как выразить сущ¬ 
ность движения в логике понятий. 

Однако Зенон последнюю задачу не решил; не решили ее и 
другие ученые древней Греции. *. 

3. Три знаменитые задачи древности 

В развитии содержания и способов обоснования математи¬ 
ки древней Греции выдающуюся роль сыграли три задачи: три¬ 
секция угла, удвоение куба (делийская задача) и квадратура 
круга. 

Следы этих задач, особенно квадратуры круга, теряются в 
глубокой древности. Плутарх сообщает, что философ-материа¬ 
лист Анаксагор, находясь в тюрьме за атеизм, «отгонял печаль» 
математическими размышлениями и «начертил квадратуру кру¬ 
га». Значительно раньше квадратура круга привлекала внима¬ 
ние мыслителей Египта, Вавилона, Китая и Индии. 

Пробуждение особого интереса к этим задачам именно в 
древней Греции не случайно. При построении математики как 
дедуктивной системы, базирующейся на геометрическом фунда¬ 
менте, две первые задачи появляются как естественные обобще¬ 
ния более элементарных задач (о них см. ниже). Задача о квад¬ 
ратуре круга была получена «по наследству» от древних егип¬ 
тян и вавилонян. 

Трисекция угла. Дан ЛВС , требуется разделить его на 

три равные части. 

Формулировка задачи относится к любому углу и является 
обобщением задачи о делении данного угла на две равные 
части. 

Удвоение куба. Построить куб, объем которого в два ра¬ 
за больше объема данного куба. 

Построим квадрат, площадь которого в два раза больше 
площади данного квадрата. Если сторона данного квадрата а. 


1 Анализ трудностей, нашедших выражение в апориях Зенона, содержится 
в работе: С. А. Яновская. Преодолены ли в современной науке трудности, 
известные под названием «апории Зенона»? Сб. «Проблемы логики». М., Изд-во 
АН СССР, 1963. 
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искомого л;, то х 2 — 2 а 2 ; х — а\ 2. Сле¬ 
довательно, сторона искомого квад¬ 
рата равна диагонали данного. Отсюда 
осуществимость построения циркулем и 
линейкой искомого квадрата АА'СС' 
(рис 11). 

Вполне естественно было перейти от 
этой задачи на плоскости к соответст¬ 
вующей задаче в пространстве: постро¬ 
ить куб, объем которого в два раза 
больше объема данного куба. 

Квадратура к р у г а. Построить 
квадрат, по площади равный данному 
кругу. 

Ни одна из указанных трех задач 
и линейкой '. 



Рис. 11 

не разрешима циркулем 


4. Преодоление кризиса основ древнегреческой 

математики 

Пифагорейцы заложили основы геометрической алгебры. 
Теэтет и Евклид установили классификацию квадратичных ир¬ 
рациональностей. Евдокс развил общую теорию пропорций — 
геометрический эквивалент теории положительных веществен¬ 
ных чисел — и разработал метод исчерпывания — зачаточную 
форму теории пределов, основанную на геометрической базе. 
Эти теории создали прочный каркас здания древнегреческой 
математики, фундаментом которого была геометрия; тем самым 
преодолевались трудности, связанные с фактом существования 
несоизмеримых величии. 

Чтобы избежать трудностей в обосновании математики, 
связанных с парадоксами бесконечности (Зенон, Аристотель), 
большинство ученых древней Греции предпочли отказаться от 
использования в маіематике идей бесконечности и движения 
или свести их применение к минимуму. В качестве такого ми¬ 
нимума было принято утверждение о неограниченной делимос¬ 
ти геометрических величин. 

Рассмотрение трех знаменитых задач привело древнегречес¬ 
ких ученых к убеждению, что решение геометрической задачи 
может считаться выполненным строго геометрически лишь при 
условии использования только (идеальных) циркуля и линейки. 
Использование механических средств в геометрии не допус¬ 
кается. 


1 Доказательство этих утверждений приводится почти во всех полных 
курсах геометрии. См., например: Ж. А д а м а р. Элементарная геометрия, 
ч II, пер. с седьмого французского издания. М., Учпедгиз, 1938. Прибавление Р. 
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Только после основополагающих работ пифагорейцев, Теэ- 
тета, Евдокса и других математиков, после соглашения о необ¬ 
ходимых ограничениях и допустимых средствах построения, Ев¬ 
клид написал «Начала», посвященные основам и методам древ¬ 
негреческой математики. В «Началах» Евклида кризис основ 
древнегреческой математики был преодолен — конечно, для сво¬ 
его времени, и, добавим, преодолен не во всех пунктах и не всег¬ 
да совершенным образом *. 


Глава вторая 

РАЗВИТИЕ СПОСОБОВ ОБОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ 
В XVIII И ПЕРВОЙ ПОЛОВИНЕ XIX ВЕКА 

I. Особенности способов обоснования математики 
в конце XVII и в XVIII веке 

В конце XVII и в XVIII веке разработка гносеологических и 
специальных вопросов обоснования математики характеризова¬ 
лась следующими основными особенностями. 

Большинство ученых этого периода отстаивали стихийно-ма¬ 
териалистическое толкование предмета математики. Математика 
трактовалась ими как наука, описывающая свойства реаль¬ 
ных величин, существующих вне человеческого сознания. 

Все возрастающие запросы практики и других наук побуж¬ 
дали ученых максимально расширять область и методы исследо¬ 
ваний математики. Понятия бесконечности, движения и функци¬ 
ональной зависимости выдвигаются на первое место, стано¬ 
вятся основой новых методов математики. 

Материалистическое истолкование предмета ма¬ 
тематики и в основе диалектический подходк познанию 
количественных соотношений и пространственных форм реально¬ 
го мира помогли ученым правильно ставить и решать сложные 
проблемы математики, других наук и практики. В конце XVII и 
в XVIII веке в математике и механике были получены классиче¬ 
ские результаты фундаментального значения. Основным здесь 
было развитие дифференциального и интегрального исчисления, 
теории дифференциальных уравнений, вариационного исчисления 
и аналитической механики. Значительные результаты были полу¬ 
чены в алгебре и теории чисел. Л. Эйлер, а вслед за ним и неко¬ 
торые другие ученые второй половины XVIII века проделали 
большую творческую работу по систематизации содержания ма¬ 
тематических дисциплин, в первую очередь математического ана¬ 
лиза, а вместе с ним алгебры и тригонометрии. 


1 Структура и логика «Начал» рассматриваются в третьей части «Очер¬ 
ков». 
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Вместе с тем в рассматриваемый период способы обоснова¬ 
ния математических теорий — особенно дифференциального ис¬ 
числения— р е з к о о т с т а в а л и от бурно развивающегося со¬ 
держания математики. Это отставание проявилось в различных, 
между собой связанных формах и притом своеобразно в отдель¬ 
ных математических теориях. 

Общей чертой попыток обоснования математики с конца XVII 
и примерно до последней четверти XVIII века было стремление 
обосновать каждую математическую теорию в полном соответст¬ 
вии с истинами элементарной, «низшей» (по терминологии 
Ф. Энгельса) математики, т. е. элементарной мате мат и- 
ки, какой она была примерно до открытия ана¬ 
литической геометрии. Это стремление проявилось в 
двух формах. Сначала математики пытались воздвигнуть разви¬ 
ваемые ими математические теории на фундаменте, построенном 
в свое время для обоснования «низшей» математики. Это хорошо 
показывают господствовавшие в то время способы обоснования 
алгебры пучения о числе 1 . Если же такое построение явно не уда¬ 
валось (что было особенно ясно в отношении дифференциального 
исчисления с момента его возникновения), то старались обосно¬ 
вать математическую теорию на принципах, специально для нее 
разработанных, содержание которых можно максимально согла¬ 
совать, «примирить» (Энгельс) с истинами «низшей» математики. 

Иначе говоря, в обоих случаях принципы и утверждения 
«низшей» математики метафизически абсолютизиро¬ 
вались, рассматривались как н е з ы б л е м ы й фундамент каж¬ 
дой математической теории. 

В конце XVII и особенно в первых трех четвертях XVIII века 
основные понятия и законы, установленные в одной математиче¬ 
ской теории часто переносились в новые области исследования, 
совершенно формально, т. е. без обоснования. 

Чтобы какое-либо соединение математических символов мог¬ 
ло стать объектом изучения, ему необходимо придать точно очер¬ 
ченный смысл с помощью определения. В XVIII веке даже выда¬ 
ющиеся математики не считались с этим требованием, ныне 
общепринятым. Говорили о сумме ряда, не давая этому понятию 
соответствующего истолкования. Считали само собой разумею¬ 
щимся, что сумма каждого ряда не зависит от порядка следова¬ 
ния его элементов. Проверка выполнимости закона в какой-либо 
одной, ранее изученной, области величин нередко отождествля¬ 
лось с доказательством истинности этого закона для любых вели¬ 
чин. Например, считали некоторые основные законы алгебры 
справедливыми потому, что они выполняются в области нату¬ 
ральных чисел. 


1 См.: В. Н. Молод ш и й. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века. М., Учпедгиз, 1963, гл. I и II. 
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Соответственно этому законы алгебры и математического 
анализа формировались без указания переменных, для кото¬ 
рых они справедливы, и без указания границ их применимости. 
Такая трактовка законов алгебры и математического анализа, 
естественно, распространялась и на основывающиеся на них ал¬ 
горитмы. 

К середине XVIII века описанная трактовка законов матема¬ 
тического анализа и алгебры стала настолько общепринятой, что 
Л. Эйлер счел возможным истолковать ее как основной принцип 
методологии анализа вообще. Случилось это при следующих об¬ 
стоятельствах. 

В начале XVIII века между Лейбницем и И. Бернулли возник 
спор о «природе» логарифмов отрицательных чисел. И. Бернулли 

полагал, что при *>0, 1п (— х)=\пх, так как 


Лейбниц не согласился с И. Бернулли; он утверждал, что отри¬ 
цательное число имеет бесчисленное множество логарифмов, 
причем все они — числа комплексные. Среди других своих аргу¬ 
ментов Лейбниц указал, что правило дифференцирования 1п х > 
установленное для х>0, не обязательно должно быть справедли¬ 
вым и для 1п(— х). 

При помощи особой аргументации Л. Эйлер решил спор в 
пользу Лейбница. Однако указанный аргумент Лейбница Эйлер 
решительно отклонил. «Это возражение, — указывал Эйлер,— 
если бы оно было верно, поколебало бы основное положение все¬ 
го анализа, заключающееся, в основных чертах, в общности пра¬ 
вил и операций, признаваемых справедливыми, какова бы ни 
была природа количеств, к которым они прилагаются» 

Как мы видим, подход математиков в XVIII веке к выяснению 
границ приложимости методов математики и трактовка ее прин¬ 
ципов были явно метафизическими. 

Обращает на себя внимание еще и тот факт, что в XVIII веке 
доказательство теорем математического анализа нередко прово¬ 
дили, опираясь на господствовавшие тогда механические и гео¬ 
метрические представления. Начало широкому использованию 
механических представлений как базы математического анализа 
положил Ньютон в своем учении о флюентах и флюксиях. Что же 
касается указанного использования геометрических представле¬ 
ний, то проще всего выяснить суть дела на следующем примере. 

В наше время теорема о прохождении непрерывной функции 
через нулевое значение доказывается в классическом математи¬ 
ческом анализе чисто аналитически с использованием понятия 
бесконечного множества. В XVIII веке эта теорема если и дока¬ 
зывалась, то чаще всего указанием на то, что непрерывная кри- 


1 Цитирую по работе А. И Маркушевич Очерки по истории теории 
аналитических функций М—Л , Гостехиздат, 1951, стр 22 
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вая /(*), соединяющая точки Л и В, расположенные в плоскости 
по разные стороны оси ОХ, не может не пересечь ось ОХ; следо¬ 
вательно, существует по меньшей мере одна точка с абсциссой 
х = с , а<с<Ь , для которой І(с )~ 0 (рис 12). 



Подобного рода геометризация нередко встречалась в руко¬ 
водствах по алгебре и арифметике Например, доказательство 
закона переместительности аЬ — Ьа, якобы верного для любых чи¬ 
сел и величин, обычно сводили к указанию на два равных, но 
различно расположенных прямоугольника (рис. 13). 


аЬ 




Ьа 


Ь 


о 


Рис 13 

В противоположность трактовке методов как не имеющих 
границ своего действия истолкования основных понятий мате¬ 
матического анализа, учения о числе и алгебры были узкими, не 
охватывали всех их возможных реальных прообразов. 

Эйлер и другие математики XVIII века задавали функцию од¬ 
ним аналитическим выражением и от этого аналитического вы¬ 
ражения ее не отделяли. При этом под аналитическим выражени¬ 
ем, вообще говоря, понималось выражение, которое можно 
получить, связывая элементарные функции (алгебраические и не¬ 
которые трансцендентные, одного или нескольких аргументов) 
посредством сложения, вычитания, умножения и деления, возвы¬ 
шения в степень и извлечения корня, решения алгебраических 
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уравнений и интегрирования. Считали, что задание функции на 
любом промежутке определяет ее поведение на всей оси ОХ. Со¬ 
ответственно этому функция представлялась кривой, части кото¬ 
рой взаимно зависят друг от друга и которую можно задать од¬ 
ним аналитическим выражением указанного вида. Такие функ¬ 
ции считались непрерывными (в смысле Эйлера), назывались 
правильными. С этой точки зрения две ветви гиперболы ху= 1 
образуют непрерывную кривую. Не удовлетворяющие этим тре¬ 
бованиям функции назывались разрывными, неправильными. 
Представленная на чертеже (рис. 14) непрерывная в современ¬ 
ном смысле функции у=\х\ в смысле Эйлера не была непре¬ 
рывной. Действительно, если использовать запас функций, с ка¬ 
ким работали в XVIII веке, то эта функция должна быть задана 
двумя формулами: 


і(х) =х, 
/(*) =—х. 




О 


Рис. 14 


Вместе с другими математиками XVIII века Эйлер считал, 
что такое толкование функции и ее непрерывности достаточны 
для дифференциального и интегрального исчисления и теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Но вопреки им он 
полагал возможным рассматривать в теории уравнений с частны¬ 
ми производными и функции, задание которых на отрезке не 
определяет их поведения в целом, т. е. в его терминах произ¬ 
вольные функции. Эйлер трактовал непрерывность таких функ¬ 
ций в современном омысле и называл их связными *. К такому 
расширению понятия функции Эйлер пришел в связи с анализом 


1 См.: В. В. Степанов. Курс дифференциальных уравнении. М.—Л., 
Гостехиздат, 1950. Исторический очерк (написан А. П. Юшкевичем), стр. 439— 
449. См. также: С. Гурьев. Вводная статья к книге Кузена «Дифференци¬ 
альное и интегральное исчисление». СПб., 1801, кн. 1, стр. XXII. 
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результатов исследований (своих и других математиков) о ко¬ 
леблющихся струнах К 

Пусть ОМ — натянутая однородная струна, закрепленная в 
точках О (начало координат (0, 0) и N (рис. 15). Если откло¬ 
нить струну от положения равновесия и потом предоставить са¬ 
мой себе, то струна начнет колебаться. В каждый момент време¬ 



ни і отклонение точки М от исходного положения будет функци¬ 
ей х и і, т. е. и = и(х , /). При каждом фиксировании і график 
и (х, I) дает формулу колеблющейся струны. Следовательно, что¬ 
бы охарактеризовать колебание струны, надо знать и(х , /). 

При некоторых дополнительных условиях нахождение и(х, і) 
приводится к интегрированию дифференциального уравнения в 
частных производных: 

д-и _ 2 

~ й дх* ’ 


где а — постоянная. 

Решением задачи о форме колеблющейся струны занимались 
крупнейшие математики XVIII века: Эйлер, Даламбер, Д. Бер¬ 
нулли, Лагранж и другие. 

Д. Бернулли показал, что при соблюдении граничных усло¬ 
вий (и(0)=0 и м(Ѵ)=0) данному дифференциальному уравне¬ 
нию удовлетворяют функции вида: 

ѵ . пп X пп х ,, 

а— ьа п зіп —— сов —-— (/ — о п ). 

Д. Бернулли утверждал, что данное им решение является об¬ 
щим: оно давало объяснение всем его наблюдениям над колеб¬ 
лющимися струнами. 


1 Из большого числа источников, посвященных истории понятия функции, 
ѵкажем следующие: Б. Риман. Сочинения. М.—Л.. Гостехиздат, 1948, осо¬ 
бенно стр. 225 и след.; Н. Н. Лузин. Функция. БСЭ, изд. 1, т. 59; Е. Рі- 
сагб. Б’ёѵоіиііоп сіе Пбёе сіе ІопсІІоп репсіапі 1е XIX зіёсіе. В сб. «Г)із- 
соигз еі поіісез». Рагіз, 1936, стр. 189—225; А. Б. Паплаускас. Тригоно¬ 
метрические ряды от Эйлера до Лебега. М., «Наука», 1966; А. П. Юшке¬ 
вич. О развитии понятия функции. «Историко-математические исследования», 
вып. XVII. М., «Наука», 1956. 
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Утверждение Д Бернулли вызвало много возражений Боль¬ 
шинству математиков казалось невозможным, чтобы произ¬ 
вол ьная кривая, какой, в сущности, является выведенная из 
состояния равновесия струна, могла быть представлена одним 
аналитическим выражением — указанным Бернулли тригономет¬ 
рическим рядом Это соображение заставило большинство мате¬ 
матиков не согласиться с Эйлером — с его частичным (не на весь 
анализ) расширением понятия функции 

Рассматривая только непрерывное и монотонное из¬ 
менение переменных 1 — в то время так поступали в механике и 
геометрии, — Ньютон, Даламбер и некоторые математики XVIII 
века трактовали предел только как то, что порождается пе¬ 
ременной, фактически как последнее значение переменной 
или как последнее отношение переменных 2 Вопрос, достигает ли 
переменная этого своего последнего значения или может подой¬ 
ти к нему как угодно близко, никакой роли не играл В практике 
математического анализа предел действительно извлекался из 
переменной как ее последнее значение, которое она принимает 
или может принять В конце XVIII века Лазар Карно называет 
пределом последнее значение переменной, которая к нему прибли¬ 
жается 3 Даже в 40-х годах прошлого столетия В В Буняков- 
ский считал задачей дифференциального исчисления «уловить от 
ношения изменяющихся по известному закону величин в то самое 
мгновение, к о гд а эти величины исчезают» 4 , т е уловить 
последнее значение отношения переменных Как мы увидим, эта 
узкая (но выдаваемая за всеобщую) трактовка понятия предела 
сыграла особо важную роль в развертывании трудностей обосно¬ 
вания математического анализа в XVIII и начале XIX века 

Математики XVII—XVIII веков полагали также, что любая 
непрерывная функция /( х ) в каждой точке, за исключением, быть 
может, их конечного числа, имеет производную І'(х) Для дока¬ 
зательства этого заключения часто полагали возможным пред¬ 
ставлять непрерывную функцию кривой, которая, вообще говоря, 
в каждой точке имеет касательную 

В первой половине XVIII века понятие числа определялось 
чаще всего по Евклиду число есть совокупность единиц Во вто¬ 
рой половине XVIII века чи^ло истолковывается преимуществен- 


1 То есть когда переменная проходит все промежуточные значения, все 
время либо только возрастая либо только убывая 

2 В геометрии предел был величиной, к которой переменная приближает 
ся, никогда его не достигая (площадь круга, объем цилиндра и т п ) 

3 См Л Карно Размышления о метафизике исчисления бесконеч 
но малых, пер с франц ред и вступит статья А П Юшкевича М —Л 
I остехиздат, 1933, стр 194—199 Впервые работа Л Карно была опубликова 
на в 1797 году 

4 См В В Буняковский Лексикон чистой и прикладной математи 
ки, кн 1 СПб 1839 стр 383 (Выделено мною — В М ) 
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но как результат измерения одной величины другой величиной 
того же рода, принятой за единицу. Но даже последнее, значи¬ 
тельно более широкое, истолкование понятия числа не охватыва¬ 
ло все в то время известные виды чисел. Достаточно напомнить, 
что в XVII—XVIII веках математики знали и с успехом исполь¬ 
зовали понятие комплексного числа. Поэтому наряду с понятием 
числа прибегали к понятиям о положительных и отрицательных 
величинах, о мнимых величинах, о величинах реальных и лож¬ 
ных и т. п. 

Алгебра трактовалась как наука, изучающая только общие 
свойства обычных арифметических и геометрических величин. 

Полагали, что каждая геометрическая теория — тригономет¬ 
рия, аналитическая геометрия и т. п. — является только надстрой¬ 
кой над геометрией Евклида и поэтому должна строиться на 
фундаменте последней. 

Когда описанные выше истолкования основных понятий, 
принципов и методов математики получили достаточно широкое 
распространение, в математических теориях стали обнаружи¬ 
ваться парадоксы; в некоторых случаях приходили даже к лож¬ 
ным заключением, которые, однако, считали истинными. 

Парадоксы (и ложные заключения) обнаружились впервые в 
XVI—XVII веках в учении о числе Они сохранили свою силу и в 
XVIII веке. Основой их было то, что почти до конца XVIII века 
большинство математиков пыталось построить учение о числе 
(вплоть до арифметики комплексных чисел!) на фундаменте, в 
свое время разработанном для арифметики количественных на¬ 
туральных чисел. Обычные, верные для количественных нату¬ 
ральных чисел определения арифметических действий и все пять 
законов счета заранее при этом считались справедливыми в каж¬ 
дой области чисел. В связи с этим находятся характерные для 
второй половины XVII и XVIII века «доказательства» правила 
знаков (— а) (— Ь) = +аЬ\ сомнения в истинности пропорции 
+і1: —1 = —1:4-1 («как большее, деленное на меньшее, может 
быть равно меньшему, деленному на большее?»); отрицание 
объективности понятия комплексного числа и т. п . 1 . 

Однако до начала XIX века трудности обоснования учения о 
числе не мешали успешному использованию понятия числа в ма¬ 
тематике, точных науках и в технике. Это имело основанием то, 
что в любой области чисел, от натуральных до комплексных, все 
пять законов счета выполняются. Кроме того, в этот период в 
математике ведущее положение принадлежало математическому 
анализу. Поэтому вопросы обоснования учения о числе хотя и об¬ 
суждались активно, но в деле разработки основ математики иг¬ 
рали второстепенную роль. 


1 См В Н Молодший Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века М, Учпедгиз, 1963, гл VI и VII. 
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Ученые и философы обратили серьезное внимание на трудно¬ 
сти обоснования математики лишь тогда, когда Лейбниц и Нью¬ 
тон развили дифференциальное и интегральное исчисление. 

Лейбниц и его последователи — братья Бернулли, Лолиталь 
и другие — трактовали дифференциалы как бесконечно малые 
разности обычных конечных величин, как тогда говори¬ 
ли— «реальных» величин К Поэтому они обращались с теми и 
другими одинаково и в исчислении применяли к первым те же 
приемы, которые справедливы при действиях со вторыми. Вместе 
с тем выяснилось, что таким образом труктуемым бесконеч¬ 
но малым присуще свойство, противоречащее од¬ 
ному основному свойству обычных конечных 
величин: если А — конечная величина, а а — бесконечно ма¬ 
лая, то, чтобы результат исчисления получался совершенно точ¬ 
ным, оказалось необходимым проводить вычисления в предполо¬ 
жении, что А + а—А. 

Дифференциальное исчисление, значение которого для разви¬ 
тия науки и техники было вне сомнений, оказалось в парадок¬ 
сальном положении: чтобы его методами получить точный ре¬ 
зультат, надо было исходить из ошибочного утверждения. 

Ньютон пытался обосновать дифференциальное исчисление 
на данных механики и понятии предела. Но ему не удалось осво¬ 
бодить свое исчисление флюксий от недостатков, присущих диф¬ 
ференциальному исчислению Лейбница. В практике вычислений 
Ньютон, как и Лейбниц, применял принцип отбрасывания беско¬ 
нечно малых. 

К. Маркс называл дифференциальное исчисление Лейбница— 
Ньютона мистическим. Этим он хотел в первую очередь под¬ 
черкнуть, что Лейбниц и Ньютон вводили в дифференциальное 
исчисление бесконечно малые метафизически, оразу полагая их 
существующими, без выяснения их возникновения и развития 
и без анализа природы их специфических свойств 1 2 . 

Парадоксы возникли и в теории рядов. Например, в XVIII 
веке полагали, что «сумма ряда» 

... + 4 " "1 - 1 — Ь 1 + 2 + 2 2 + • •• 

равна нулю, так как 


а 


г + гЧ- г 3 + ... 


2 







1 Г. Ф. де Л о п и т а л ь. Анализ бесконечно малых, пер. с франц. М.—Л., 
Гостехиздат, 1935, стр. 61—64. Первое французское издание опубликовано в 
1696 году. 

2 См.: К. М а р к с Математические рукописи. ДА., «Наука», 1968, стр. 137— 

189. 
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Много споров вызвал вопрос о «сумме» ряда 

1 — 1 + 1 — 1 4-.... 

поскольку, как говорили, «с одной стороны, 

(1 — 1) 4-'(1 — 1) 4-... = О, 


а с другой — 

1—(1—1) — (1— іі) — 

Попытки построить анализ бесконечно малых и теорию рядов 
в полном соответствии с основными понятиями и истинами «низ¬ 
шей» математики с самого начала к успешным результатам не 
привели. Поэтому Лейбниц и его последователи пытались оправ¬ 
дать принципы анализа бесконечно малых и теории рядов также 
путем сравнения бесконечно малой с песчинкой, которой можно 
пренебречь при вычислении высоты горы, посредством ссылок на 
вероятность и т. п. 

В XVII—XVIII веках получил развитие и другой подход к 
«согласованию» новых истин математики с «вечными» истинами 
«низшей» математики. Когда понятия математической теории 
резко отличались от рассматриваемых в «низшей» математике, 
они объявлялись «воображаемыми» и рассматривались как 
вспомогательные фикции, необходимые для изучения 
свойств обычных конечных величин. Крупнейшие математики 
XVIII века неоднократно пытались доказать, что понятие комп¬ 
лексного числа не допускает никакого реального истолкования ! . 
Такие же попытки предпринимались и в отношении понятия 
бесконечно малой величины. Но и на этом пути установить един¬ 
ство мнений не удалось. В то время каждая задача, относящая¬ 
ся к величинам, изучаемым в механике, астрономии, технике и 
т. п., если и допускала решение, то обычно последнее выража¬ 
лось при помощи действительных чисел (действительных кор¬ 
ней); комплексные числа (комплексные корни) указывали на не¬ 
возможность ее решения. В конце XVII и в XVIII веке только 
несколько математиков — Валлис, Кюн, в конце жизни Эйлер — 
считали понятие комплексного числа допускающим реальное 
истолкование. В конце XVIII века Вессель разработал полное 
геометрическое истолкование арифметики комплексных чисел. 
По основным свойствам, важным для алгоритмов алгебры и 
анализа, комплексные числа не отличаются от чисел действи¬ 
тельных. Представлялась возможность объявить комплексные 
числа «воображаемыми» и, обойдя вопросы обоснования их 
арифметики, оставить их в математике в качестве «полезных 
вспомогательных фикций». Напротив, трактовка бесконечно ма- 


1 См: В. Н. Молод ш ий. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века М, Учпедгиз, 1963, гл VII. 

Ив Н. Молодший 
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лых как «полезных фикций* широкого распространения не по¬ 
лучила: математики знали механическое и геометрическое 
истолкование йх и сіу. 

В конце XVII и в XVIII веке трудности обоснования матема¬ 
тики обратили на себя внимание не только ученых, но и пред¬ 
ставителей идеалистической философии. Наибольшую извест¬ 
ность приобрела критика философских и математических основ 
анализа бесконечно малых, развернутая Дж. Беркли на страни¬ 
цах двух его сочинений: «Трактат о началах человеческого зна¬ 
ния» 1 и «Аналист» 1 2 . 

Дж. Беркли усматривал основную задачу развиваемой им си¬ 
стемы субъективного идеализма в защите и обосновании догм 
религии, особенно в доказательстве существования и нематери- 
альности бога и бессмертия души 3 . Беркли учитывал, что при¬ 
знание существования материальной субстанции, развивающейся 
по своим законам, несовместимо с признанием существования 
бога, является основой материализма и атеистических воззрений. 
Доказать ложность идеи существования материальной субстан¬ 
ции, значит, писал Беркли, вынуть краеугольный камень из зда¬ 
ния материализма и атеизма, после чего все здание должно не¬ 
минуемо рухнуть 4 . 

Как критиковал Беркли материальную субстанцию — это хо¬ 
рошо известно и неоднократно подвергалось серьезной крити¬ 
ке 5 . Для нас важно другое. Беркли знал, что современные ему 
математики связывали понятие о бесконечно малых и бесконеч¬ 
но больших с признанием существования материальной субстан¬ 
ции и ее безграничной делимости. Это и побудило Беркли вы¬ 
ступить с критикой основ анализа бесконечно малых 6 . Беркли 
советовал математикам изгнать из науки «ложные» и «противо¬ 
речивые» понятия бесконечно малого и бесконечно большого, 
вернуться к «низшей» математике и при помощи ее усовершенст¬ 
вованных методов точно решать те задачи, какие решались ме¬ 
тодами математического анализа. В «Аналисте» Беркли наме¬ 
тил основы теории «компенсации ошибок», которая базирова¬ 
лась на данных элементарной математики и в некоторой мере 


1 Дж. Беркли. Трактат о началах человеческого знания, пер. с англ. 
СПб., 1905. «Трактат» Беркли был опубликован впервые в Дублине в 1710 
году. 

2 См. его трактат «Аналист». Содержание этого сочинения Беркли и поле¬ 
мика, с ним связанная, подробно описаны М. Кантором: М. Сапіог, Ѵог- 
Іезипдеп (іЬег ОезсЫсЫе бег МаІЬешаІік, В. III, 5. 742 и след. «Аналист» 
был опубликован впервые в 1734 году. 

3 Дж. Беркли. Трактат о началах человеческого знания, стр. 30. 

4 Там же, стр. 129. 

* См.: В. И. Лени и. Материализм и эмпириокритицизм. Поли. собр. соч., 
т. 18. См. также: В. Ф. Асмус. Беркли. Философская энциклопедия, т. I, М., 
1960. 

6 См.: Дж. Беркли. Трактат о началах человеческого знания, стр. 94, 
96, 151, 152, 156—164. 
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оправдывала алгоритм бесконечно малых Лейбница и Ныогона 
Впоследствии, в конце XVIII века, Л Карно уточнил и раз¬ 
вил эту теорию Беркли 1 

Большинство математиков XVIII века избрало путь, отлич¬ 
ный от предложенного Беркли Они не пошли назад, к «низшей» 
математике, как того хотел Беркли ради защиты догматов ре¬ 
лигии, а пошли вперед — стали развивать анализ бесконечно ма¬ 
лых и совершенствовать его основы, как того требовали интере¬ 
сы жизни и науки И в XVIII веке убеждение в существовании 
материи и ее безграничной делимости служило многим матема¬ 
тикам, в том числе и Эйлеру, философской основой обоснования 
объективности понятий о бесконечно малых и бесконечно боль¬ 
ших 

В XVIII веке были проведены исследования, содержавшие 
ценный материал для разработки научно выдержанных основ 
математических дисциплин Центральное место среди них зани¬ 
мали работы в области анализа бесконечно малых. 

Эйлер и Даламбер отвергают мистическую, метафизическую 
трактовку бесконечно малых, развивают, по 1 терминологии 
К Маркса, рациональное дифференциальное исчисление 
Даламбер и Эйлер — первый с помощью понятия предела (за¬ 
имствованного у Ньютона), второй в своей «теории нулей», в ко¬ 
торой сіх и сіу трактовались как нули, — пытались обосновать 
исчисление Лейбница — Ньютона Эйлер, например, пытался 
обосновать точность дифференциального исчисления указанием 
на то, что А+сіх действительно точно равно Л, так как сіх—0 
Лагранж пошел дальше, предпринял шаги к обоснованию диф¬ 
ференциального исчисления на чисто алгебраической основе Он 
предполагал, что, какова бы ни была функция /(*), {(х+к ), 
вообще говоря, может быть представлено степенным рядом от¬ 
носительно к 

{(х+к) =/(*) +Ак+Вк 2 +Ск г + , 

Лагранж называл А первой производной от {(х), В — вто¬ 
рой производной от {(х ), деленной на два, и т д Таким образом, 
нахождение производных — что после Лагранжа стали 
считать главной задачей дифференциального 
исчисления — сводилось к высвобождению А, В ит д 
из разложения {(х+к) в ряд Как получить Л, Л, сами по се¬ 
бе, оставалось невыясненным В конце XVIII и начале XIX 
столетия метод пределов Ньютона—Даламбера несколько усо¬ 
вершенствовался в трудах Кузена, Лакруа, С Гурьева, Рахма¬ 
нова и других математиков. В частности, в работах этих мате¬ 
матиков можно найти в форме, почти нам привычной, правила 


1 См Л Карно Размышления о метафизике исчисления бесконеч¬ 
но малых, пер с франц Редакция и вступительная статья А П Юшкевича 
М —Л , Гостехиздат, 1933 


И* 
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нахождения производных всех элементарных функций. Как уже 
указывалось, проводилась большая работа по систематизации 
фактического материала математического анализа, в связи с 
чем устанавливался точный смысл многих его основных поня¬ 
тий и логическое соподчинение его разделов (Эйлер и другие). 

Однако, несмотря на все то, что сделали Даламбер, Эйлер, 
Лагранж и другие для обоснования дифференциального исчис¬ 
ления, концепция Лейбница — Ньютона господствовала повсе¬ 
местно и во второй половине XVIII века. «Даламбер сорвал с 
дифференциального исчисления покров тайны и тем самым сде¬ 
лал огромный шаг вперед. Однако, — подчеркивал Маркс, — не¬ 
смотря на появление уже в 1744 г. его «Трактата о жидкостях», 
метод Лейбница господствовал во Франции еще многие годы 
Вряд ли есть необходимость заметить, что Ньютон господство¬ 
вал в Англии вплоть до первых десятилетий XIX века» '. 

Это было обусловлено, если иметь в виду ближайшие причи¬ 
ны, следующими фактами: 

Во-первых, теоретические основы теории Эйлера и Лагранжа 
были небезупречны. Эйлеру пришлось обосновывать сомнитель- 

йу 0 гт 

ное право делить нуль на нуль: • Лагранж пытался 

чисто алгебраически доказать возможность указанного вы¬ 
ше разложения /(х + /г), где }(х )—любая функция. Это ему 
не удалось и, как потом показал Коши, не могло удасться Во- 
вторых, теории Эйлера — Лагранжа не давали основы, на кото¬ 
рой можно было бы без понятия бесконечно малой развить до¬ 
статочно эффективные алгоритмы математического анализа; в 
этом решающем пункте они были неизмеримо слабее исчисле¬ 
ния Лейбница — Ньютона. В-третьих, в приложениях математи¬ 
ческого анализа нередко полагают Д у = ду; однако если считать 
сіу — 0, то такой переход практически бесполезен. 

Несмотря на все это, Даламбер, Эйлер и Лагранж строили 
свои теории с целью изгнать понятие бесконечно малого из ма¬ 
тематики 

В рассматриваемой связи представляет большой интерес ха¬ 
рактеристика, данная К. Марксом теории Лагранжа- «Большая 
заслуга Лагранжа состоит не только в том, что он обосновал с 
помощью чисто алгебраического анализа теорему Тейлора и во¬ 
обще дифференциальное исчисление, но и в том, что он ввел са¬ 
мое понятие производных функций, которым на самом деле все 
его последователи в той или иной мере пользуются, хотя бы и 
втихомолку Но этим он не ограничился. Он дает чисто алгебра¬ 
ическое разложение всех возможных функций от х + Н по возра¬ 
стающим целым положительным степеням Н, а затем окрещива- 
ет все полученные коэффициенты именами из дифференциаль- 


1 К. Маркс Математические рукописи М, «Наука», 1968, стр 175 
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ного исчисления. Все упрощения и сокращения, доставляемые 
самим дифференциальным исчислением (теорема Тейлора и др.), 
тем самым терпят ущерб и очень часто заменяются алгебраиче¬ 
скими операциями гораздо более громоздкого и сложного ха¬ 
рактера. 

Что касается чистого анализа, то Лагранж действительно ос¬ 
вобождается от всего, что представляется ему метафизической 
трансцендентностью во флюксиях Ньютона, в бесконечно малых 
разного порядка Лейбница, в теории пределов исчезающих вели¬ 



чин, в подстановке символа 


коэффициентов и др. Это, однако, не мешает ему самому, в при¬ 
менении его теории к кривым и т. д., постоянно пользоваться 
тем или иным из этих «метафизических» представлений» К 

Научно разработанная теория пределов создает базу для пра¬ 
вильного толкования понятия бесконечно малой переменной и, 
значит, для обоснования связанных с ним эффективных алго¬ 
ритмов. Но Даламбер и его последователи конца XVIII и пер¬ 
вого десятилетия XIX столетия (Кузен, Гурьев и другие) стара¬ 
лись развить теорию пределов без использования понятия бес¬ 
конечно малого. Даламбер писал: «Величина есть или нечто 
или ничто: если она нечто, то она не исчезла; если же она ни¬ 
что, то она в буквальном смысле слова исчезла. Предположение, 
что существует промежуточное положение между ними двумя, 
есть химера» 1 2 . Кузен утверждал: «Самое понятие о бесконечно 
великом или бесконечно малом количестве есть нелепость» 3 . Ту 
же мысль отстаивал и Гурьев: «...известно, что бесконечно ма¬ 
лые количества суть понятия, коих ум не постигает и кои, сле¬ 
довательно, привести нас в заблуждение могут» 4 . 

Определение предела, на которое опирались Даламбер, Ку¬ 
зен, Гурьев и другие, не отличалось четкостью и, главное, не 
имело надлежащей общности. Как указывалось выше, оно за¬ 
ключалось в следующем: предел есть постоянное количество, к 
которому единообразно (т. е. монотонно) изменяющаяся пере¬ 
менная приближается так, что разность между ними может быть 
доведена до количества, меньшего наперед заданного, как бы 
оно мало ни было, н е б уд у ч и, однако, в состоянии его 
превзойти или с ним поравняться 5 . Подчеркнутое 


1 К- Маркс. Математические рукописи М, «Наука», 1968, стр 203 

2 О’ А 1 е пі Ь е г Меіап^ез (іе ІШёгаІиге еіс., Ашзіегсіат, 1767, стр. 


249-250. 


3 Кузен Дифференциальное и интегральное исчисление, пер с франц 
СПб , 1801, стр. 189 

4 С. Гурьев Краткое изложение различных способов изъяснять диффе¬ 
ренциальное исчисление СПб , 1813, стр 5 

5 См. работы Кузена, Гурьева, Рахманова и других, в частности 
Ф Кузьмин Начала способа пределов и приложение оного к началам гео¬ 
метрии. М, 1806 Первое издание этой работы вышло в 1804 году. 
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нами ясно выражает узость трактовки предела, принятого Да- 
ламбером и его последователями. 

По содержанию теория пределов Даламбера — Гурьева и 
других была «арифметизированным» методом исчерпывания 
древних греков. «Истинная метафизика дифференциального и 
интегрального исчисления, — писал С. Гурьев, повторяя Далам¬ 
бера и Кузена, — может быть выведена... из способа древних 
геометров, известного под именем способа пределов» *. Теория 
пределов Даламбера — Гурьева оставляла нетронутым старое 
(эйлерово) толкование функции. 

Короче говоря, основная цель, какую ставили перед собой 
Даламбер, Кузен, Гурьев и другие, сводилась к оправдыванию 
уже известного, в первую очередь к оправданию дифференци¬ 
ального исчисления на базе представлений о пределе, возникших 
много столетий назад в древней Греции (Евдокс — Евклид — 
Архимед). 

Изложение содержания дифференциального исчисления в 
работах последователей Даламбера (сам Даламбер этим вопро¬ 
сом не занимался) оказалось крайне громоздким и неалгорит- 
мичным 1 2 . Сказанное выше о содержании теории пределов Да¬ 
ламбера ясно показывает ближайшие причины этого факта. Его 
основные причины раскроются дальше. 

Когда Даламбер и его последователи старались разработать 
способ пределов как метод обоснования математического ана¬ 
лиза, позволяющий освободить последний от недостатков, при¬ 
сущих теориям Лейбница, Ньютона, Эйлера и Лагранжа, они 
вели методологию математики вперед. Когда же они пытались 
обосновать дифференциальное исчисление на теории пределов, 
развернутой в форме, в какой, по сути, ее использовали древние 
греки, задача обоснования математического анализа в лучшем 
случае оставалась на прежнем уровне. Однако, как это будет 
видно из дальнейшего, в такого рода двойственности Даламбер 
и его последователи менее всего были повинны: время выхода 
общей и действенной теории пределов на арену математической 
жизни тогда еще не пришло. 

Именно потому, что попытки математиков XVIII века обосно¬ 
вать математический анализ без понятия бесконечно малого при¬ 
водили к громоздким, неэффективным теориям, в практике ис¬ 
следований и приложений эти математики вынуждены были ис¬ 
пользовать исчисление Лейбница — Ньютона. 

Все возрастающая роль отрицательных « комплексных чисел, 
неудачи, сопутствующие попыткам построить учение о числе на 


1 См. вводную статью С. Гурьевак названному выше учебнику Кузена. 

2 См. по этому вопросу: А. П. Юшкевич. Акад. С. Е. Гурьев и его 
роль в развитии русской науки. «Труды Института истории естествознания», 
т. I. М., Изд-во АН СССР, 1947. 
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фундменте «низшей» математики, стимулировали разработку 
новых способов обоснования понятия числа. Во второй половине 
XVIII века некоторые передовые математики отказываются от 
метафизической абсолютизации основных понятий и принципов 
элементарной арифметики и пытаются обосновать арифметику 
рациональных и арифметику положительных и отрицательных 
чисел в связи с постепенным обобщением обычного (верного для 
количественных натуральных чисел) определения умножения. 
В конце XVIII века Вессель 1 открывает полное истолкование 
арифметики комплексных (а значит, и истолкование арифметики 
положительных и отрицательных действительных) чисел при по¬ 
мощи векторов, расположенных на плоскости (на прямой). Эй¬ 
лер и Вессель вплотную подходят к понятию кватерниона. 

Однако во второй половине XVIII и начале XIX века указан¬ 
ные достижения в разработке содержания и основ учения о чи¬ 
сле заметного признания не получили. Во второй половине 
XVIII и даже в начале XIX века не прекращались бесплодные 
попытки построить учение о числе на фундаменте «низшей» ма¬ 
тематики. Работа Весселя, имеющая для теоретической ариф¬ 
метики основополагающее значение, оставалась в тени и потом 
была забыта. Ее «переоткрыли» лишь во второй половине XIX 
века (переиздана на французском языке в 1897 году). 

В течение многих столетий принципы «Начал» Евклида (опре¬ 
деления, постулаты и аксиомы) неоднократно обращали на се¬ 
бя внимание геометров и философов. Особый интерес вызывал 
постулат параллельности; его пытались доказать при помощи 
остальных посылок «Начал». Однако, шла ли речь об уточнении 
определений «Начал» или предпринимались попытки доказать 
постулат параллельности — все это имело целью устранить (по 
выражению Саккери) «пятна» с бессмертного творения Евкли¬ 
да. Иначе говоря, имелись в виду уточнения принципов «На¬ 
чал», достаточность которых для обоснования геометрии была 
вне сомнений. 

Во второй половине XVIII века Даламбер утверждал, что 
истинность теорем «Начал» менее всего следует из аксиом и по¬ 
стулатов Евклида. Он был прав: система постулатов и аксиом 
«Начал» не полна (Евклид частично восполнял ее неполноту со¬ 
держанием определений). Однако Даламбер не смог разрабо¬ 
тать более совершенную систему посылок геометрии Евклида, 
его реформа коснулась только ее «верхних этажей». Следуя ме¬ 
тодическим советам Даламбера, хорошо аргументированным и, 
главное, жизненно важным, в учебниках и преподавании геомет- 


1 Работа Весселя под названием «Ош бігесііопепз апаіуіізке Веіе^піп^» 
была опубликована в 1799 году в «Трудах Датской академии наук». См : 
В Н Мол о дш ий. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX века. 
М , Учпедгиз, 1963, гл. VII, § 4 и 5. 
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рии стали использовать понятие действительного числа, понятие 
предела и движение *. Методические идеи Даламбера и после¬ 
довавшая за ними перестройка учебников геометрии (учебники 
Лежандра, Безу и Лакруа во Франции, Гурьева, Остроградско¬ 
го и других в России) явились, по сути, одной из предпосылок 
для разработки полной системы основ элементарной геометрии, 
осуществленной во второй половине XIX века. 

2. Причины господства в XVIII веке метафизического 
подхода к вопросам обоснования математики 

Почему большинство математиков XVIII века не признало 
и не разработало должным образом то новое, прогрессивное, 
что они сделали сами в вопросах обоснования математики? По¬ 
чему они, напротив, метафизически абсолютизировали традици¬ 
онные, узкие способы обоснования математических теорий? По¬ 
чему, наконец, они упорно старались придерживаться старой 
методологии, хотя многие из них не могли не чувствовать, а наи¬ 
более дальновидные и понимать, что парадоксы и старая ме¬ 
тодология как-то друг с другом связаны? 

Нередко пытаются объяснить эти факты тем, что якобы в 
рассматриваемый период ученые были чрезмерно заняты реше¬ 
нием многих сложных проблем и поэтому не имели времени для 
разработки научных основ математики 1 2 . Указывают также (и 
это справедливо), что только в первой половине XIX века на¬ 
чался новый этап успешного развития научных основ матема¬ 
тики. 

Почему математики первой половины XIX века обратили 
серьезное внимание на отставание способов обоснования мате¬ 
матических теорий от их содержания, что помогло им верно 
ставить и правильно решать многие проблемы обоснования ма¬ 
тематики— эти вопросы при таком объяснении остаются без 
ответа. Клейн и некоторые другие исследователи ссылались на 
то, что якобы развитие математики идет от творческих периодов, 
когда ищут факты, не думая об их обосновании, к критическим 
периодам, когда отыскание новых фактов отступает на задний 
план, а отыскание основ установленных фактов начинает доми¬ 
нировать 3 . Что определяет переход от первого периода ко второ¬ 
му и наоборот, оставалось невыясненным. 


1 См. по этому вопросу: В. Ф. К а г а н. Лобачевский М.—Л , Изд-яо АН 
СССР, 1948, гл. ѴІІІ.ЕпсусІорегііе ои сИсІіоппаіге гаізоппе сіез зсіепсез сіез 
агіз еі сіез шёПегз, I. VII. Рагіз. 1751—1780, статья «Оёотёігіе». 

2 См.: Б. Рассел. Новейшие работы о началах математики. СПб. «Но¬ 
вые идеи в математике», под ред. А. В. Васильева, вып. 1. СПб., 1913, стр. 103. 

3 Ф. Клейн. Лекции о развитии математики в XIX столетии, ч 1. М —Л , 
ОНТИ, 1937, стр. 31, 83, 84, 88. 
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Таким образом, сторонники такого объяснения усматривают 
решающую силу успешной разработки основ математики в субъ¬ 
ективных факторах Если принять их объяснение, то надо при¬ 
знать, что если бы математики XVII—XVIII веков отнеслись к 
вопросам обоснования своей науки с большим вниманием, они 
могли бы их полностью разрешить 

Указанное объяснение не научно Сказанное выше 1 дает ос¬ 
нование утверждать, что если математики XVII—XVIII веков не 
смогли решить многие проблемы обоснования математических 
теорий, а математики первой половины XIX века их решили, то 
объяснение этому надо искать в первую очередь не во взглядах 
и настроениях математиков (хотя они всегда играют некоторую, 
а порой даже значительную роль’), а в особенностях предмета 
и методов исследований (исчислений, алгоритмов) математики 
в каждом из этих периодов. 

Нет необходимости доказывать, что при этом надо считаться 
с общим уровнем развития науки и философии. 

В связи с рассматриваемым вопросом отметим еще один факт. 
В своих «Математических рукописях», в их исторической ча¬ 
сти, посвященной сравнительному анализу способов обоснова¬ 
ния дифференциального исчисления, развитых Лейбницем, Нью¬ 
тоном, Эйлером, Даламбером и Лагранжем, К. Маркс не гово¬ 
рит о «занятости» математиков XVII—XVIII веков, об их «по¬ 
гоне» за новыми фактами. Не говорит об этом и Ф. Энгельс, хо¬ 
тя в «Диалектике природы» и в «Анти-Дюринге» имеется нема¬ 
ло принципиальной важности замечаний, относящихся непосред¬ 
ственно к характеристике предмета, методов и принципов мате¬ 
матики в XVI—XVIII веках. Философские взгляды Маркса и 
Энгельса несовместимы с делением истории математики на отго¬ 
роженные друг от друга «творческие» и «критические» периоды 
Реальные причины господства метафизического подхода к 
вопросам обоснования математики в XVIII веке в основном сво¬ 
дятся к следующему. Математики XVIII века требовали начи¬ 
нать обоснование каждой математической теории с точного 
истолкования ее основных понятий и выделения посылок, доста¬ 
точных для развития содержания теории. Заботились они и о 
том, чтобы доказательства не содержали пробелов, чтобы пра¬ 
вила логики были соблюдены. Однако реализовать эти верные 
указания в условиях XVIII века часто бывало невозможно. При¬ 
чины этого лежали внутри математики — в ограниченности 
предмета и методов ее исследований — и вне математики — в 
метафизичности философии того времени. 

Чтобы это показать, рассмотрим некоторые основные факты 
истории геометрии, учения о числе и математического анализа. 


1 См вторую главу первой части настоящих «Очерков» 
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В течение более чем двух тысяч лет, вплоть до второй поло¬ 
вины XIX века, система «Начал» Евклида считалась образцом 
строго научной математической теории. В XVII—XVIII веках 
авторитет геометрии Евклида достиг максимальной высоты. Де¬ 
карт и Ферма в аналитической геометрии, Галилей, Гюйгенс и 
Ньютон в механике опирались на геометрию Евклида. Абсолют¬ 
ное пространство Ньютона было точной копией пространства 
Евклида. Учитывая запросы астрономии, физики, художествен¬ 
ной перспективы и техники на базе геометрии Евклида были 
развиты сферическая и плоская тригонометрии, а впоследствии 
дифференциальная геометрия, проективная и начертательная 
геометрии. Основоположники математического анализа развива¬ 
ли свои теории в связи с представлениями, прямо или косвенно 
заимствованными из «Начал» Евклида (аналитическая геомет¬ 
рия Декарта, дифференциальный треугольник Паскаля — Бар¬ 
роу, задачи о касательных и квадратурах). 

В XVIII веке механика Ньютона была основной наукой. Ее 
ведущее положение побуждало ученых и философов смотреть 
на геометрию Евклида как на фундамент всего естествознания. 

Определяющей, коренной причиной исключительного поло¬ 
жения геометрии Евклида было, однако, то, что многовековая 
практика измерений не давала ни малейшего повода усомнить¬ 
ся в достоверности ее исходных положений и теорем. Н. И. Ло¬ 
бачевский писал: «...сумма трех углов прямоугольного треуголь¬ 
ника равна двум прямым—теорема, в справедливости которой 
до сих пор никто не сомневался, потому что не встречают ника¬ 
кого противоречия в заключениях, которые отсюда выводятся, и 
потому что измерение углов в прямолинейных треугольниках 
согласуется в пределах ошибок самых.точных измерений с этой 
теоремой» К 

Таким образом, практика измерений и развитие точных наук 
вплоть до первой половины XIX века способствовали тому, что 
ученые и философы считали принципы и теоремы геометрии Ев¬ 
клида не только истинными — в этом не сомневались и рань¬ 
ше!— но « единственно возможным и абсолютно точным описа¬ 
нием свойств реального пространства в целом. Факт этот под¬ 
черкивали А. Эйнштейн и Макс Борн 1 2 . 

Пытаясь доказать аксиому параллельности, Саккери подо¬ 
шел к открытию неевклидовой геометрии. Он, однако, отверг 
возможность ее существования, так как в противном случае при- 


1 Н. И. Лобачевский. Сочинения, т. III. М.—Л., Гостехиздат, 1951, 
стр. 435. 

2 См.: А. Эйнштейн. Неевклидова геометрия и физика. Сб. «Эйнштейн 
и развитие физико-математической мысли». М., Изд-во АН СССР, 1962, 
стр. 5—8; Макс Борн. Физика в жизни моего поколения, пер. с англ. М, 
ИЛ., 1963, стр. 137. 
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шлось бы признать существование асимптотически сближаю¬ 
щихся прямых линий, что, по его мнению, «противоречит приро¬ 
де прямой линии». 

Величайший математик XVIII века Л. Эйлер не был удовлет¬ 
ворен существовавшими в его время «доказательствами» акси¬ 
омы параллельности Евклида. Эйлер, однако, полагал, что ак¬ 
сиому параллельности Евклида можно доказать. Он подчерки¬ 
вал также, что если бы подобное доказательство было невоз¬ 
можным, то и в этом случае было бы целесообразно исходить 
от аксиомы параллельности Евклида, а не от противоположного 
допущения, связанного с «неудобствами» и «ведущего к проти¬ 
воречиям». 

«Мы твердо знаем, — писал Л. Эйлер Г. Кюну в 1735 году,— 
что накрест лежащие углы в параллельных линиях равны меж¬ 
ду собой, хотя ни одно из данных этому доказательств (за 
исключением доказательства Валлиса) не раскрывает это пра¬ 
вильно. Даже если в этом случае нельзя придумать достаточно 
прочных доказательств (я сам вовсе так не думаю), тем не ме¬ 
нее традиционное учение, как мне кажется, должно быть сохра¬ 
нено, ибо из него, как я вижу, не только не проистекает никаких 
неудобств, но, более того, из противоположной гипотезы родит¬ 
ся очень много противоречий» К 

Лежандр неоднократно пытался доказать аксиому параллель¬ 
ности Евклида, так как считал, что равносильная ей теорема о 
равенстве суммы углов треугольника 2 <і принадлежит к числу 
«фундаментальных истин, оспаривать которые невозможно и ко¬ 
торые представляют пример неизменно пребывающей достовер¬ 
ности математических истин; эту достоверность мы постоянно 
обнаруживаем при наших изысканиях, и подобия такой точно¬ 
сти нельзя найти ни в какой другой области человеческого зна¬ 
ния» 

Кажется, только один математик XVIII века отчасти признал 
право неевклидовой геометрии на существование. Это был Лам¬ 
берт— гениальный и смелый исследователь. 

Почему многие выдающиеся математики ошибочно считали, 
что им удалось найти доказательство аксиомы параллельных 
Евклида? Отвечают обычно так: потому что каждый из них не¬ 
заметно для себя использовал в доказательстве некоторое пред¬ 
положение, равносильное аксиоме параллельности. С логической 
точки зрения ответ верен. Однако не менее важно подчеркнуть 
(особенно в отношении математиков XVII—XVIII веков), что в 
конечном счете они попадали в логический круг, потому что 


1 Архив АН СССР, фонд I, опись 3, № 19. Валлис доказал аксиому парал¬ 
лельности Евклида, допустив существование подобных треугольников. 

2 Ф. В Каган. Вступительные статьи к «Геометрическим исследовани¬ 
ям» Н. И. Лобачевского. М —Л , Изд-во АН СССР, 1945, стр. 27. 
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представляли геометрические объекты только такими, какими их 
представлял Евклид, и наделяли их свойствами, какие им при¬ 
сущи в геометрии Евклида. 

Что в XVIII веке можно было противопоставить метафизи¬ 
ческой абсолютизации содержания и принципов геометрии Ев¬ 
клида? Сказанное показывает, что если иметь в виду научно 
обоснованное противопоставление, то ровно ничего! Поэтому 
критическое рассмотрение посылок «Начал» заканчивалось и не 
могло не закончиться или незначительной их реформой, или чи¬ 
сто формальным их отрицанием (Даламбер). 

Объективно задача стояла иначе. Сначала математики долж¬ 
ны были открыть неевклидовы геометрии, проективную геомет¬ 
рию, геометрии я-мерных пространств, т. е. развить геометриче¬ 
ские теории, объекты которых по основным свойствам в чем-то 
отличны от объектов геометрии Евклида. Потом, отказавшись 
от абсолютизации геометрии Евклида, математики должны бы¬ 
ли сравнить содержание этих геометрий с геометрией Евклида, 
понять их общее, и их различия и в связи с этим разработать но¬ 
вый, более прочный и общий фундамент как геометрии Евкли¬ 
да, так и новых геометрических теорий. В XVIII веке сделать 
это было невозможно: практика не ставила задач, которые по¬ 
будили бы ученых развивать названные выше геометрические 
теории. Внутренние тенденции развития геометрии, к ним веду¬ 
щие, были слабы и противостоять метафизической абсолютиза¬ 
ции геометрии Евклида не могли. 

До второй четверти XIX века развитие понятия числа всегда 
приводило к числам нового вида, для которых все законы счета 
верны и для которых (кроме чисел комплексных) можно устано¬ 
вить «естественные» (т. е. количественного характера) определе¬ 
ния понятий «больше» и «меньше». Поэтому все законы счета 
казались математикам справедливыми для любых чисел, состав¬ 
ляли существо их трактовки общего понятия числа и являлись 
исходным пунктом при обосновании арифметики каждого типа 
чисел. Типичный тому пример — упомянутое выше «доказатель¬ 
ство» правила знаков: (— а) (— Ь) = +аЬ , базирующееся на допу¬ 
щении выполнимости распределительного закона в области по¬ 
ложительных и отрицательных величин. Иначе говоря, в XVIII 
веке не было данных, которые побуждали бы математиков про¬ 
верять выполнимость законов счета в каждой области чисел, 
т. е. решать вопрос, который со второй половины XIX века стал 
одним из основных вопросов обоснования понятия числа. 

Чтобы создать базу для разработки научно выдержанных 
принципов учения о числе, необходимо было, во-первых, пре¬ 
одолеть абсолютизацию обычных определений арифметических 
действий и разработать геометрическое истолкование арифме¬ 
тики комплексных чисел; во-вторых, необходимо было — и это 
главное! — показать, что в учении о числе выполнимость всех за- 
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конов счета небезгранична Первая задача была решена в конце 
XVIII века, вторая — во второй четверти XIX века 1 . 

Известно, что математический анализ — в первую очередь 
дифференциальное и интегральное исчисление и теория рядов— 
возник в связи с геометрическими и механическими задачами, ре¬ 
шить которые средствами хматематики постоянных величин, как 
правило, было невозможно (нахождение касательных, максиму¬ 
мов и минимумов, квадратур, скорости, ускорения и т п ) До 
первой половины XVIII века математический анализ и эта его 
база находятся в единстве, причем первый по отношению ко вто¬ 
рой играет служебную роль 2 . 

В середине XVIII века Л. Эйлер проводит гигантскую рабо¬ 
ту по систематизации содержания математического анализа как 
аналитического (независимого от механики и геометрии) уче¬ 
ния 3 . Однако примерно до последней четверти XVIII века об¬ 
ласть приложений математического анализа, в принципе, остает¬ 
ся той же самой. Во второй половине XVIII века, особенно в его 
последней четверти, область приложений математического ана¬ 
лиза расширяется за счет существенно новых проблем; напри¬ 
мер, возникает необходимость решать задачи из гидродинамики 
Однако «по инерции» при изложении математического анализа 
установившееся соотношение теории и ее приложений, как пра¬ 
вило, сохраняет силу. 

В наше время при логическом развертывании содержания 
классического математического анализа критерии существова¬ 
ния (признаки существования предела переменной, теоремы о 
функциях, непрерывных на отрезках, условия существования 
определенного интеграла и т. п.) играют фундаментальную 
роль. В XVIII веке положение вещей было иным: при решении 
подавляющего большинства проблем геометрии и механики 
факт существования пределов был вне сомнений; вопрос шел 
лишь о том, как их вычислить. Кто в XVII веке мог сомневать¬ 
ся в существовании касательной в каждой точке кривой, подоб¬ 
ной, скажем, параболе или гиперболе? Кому могла прийти в го¬ 
лову мысль, что фигура, ограниченная прямыми у— 0, х = а } х = 1 
и некоторой кривой, может не иметь площади? В XVIII веке по¬ 
становка таких вопросов была противоестественной Математикам 
трех первых четвертей XVIII века критерии существования, как 
правило, были не нужны, поэтому о них они и не думали Если 
все же в конце XVIII века вопросы существования и ставились, 


1 См В Н Молодший Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века М, Учпедгиз, 1963, гл IX 

2 См, например, курсы анализа Лопиталя и Маклорена 

3 Эйлер решил эту задачу в следующих руководствах 1) «Ввведение в 
анализ бесконечно малых», 2 тома, 2) «Дифференциальное исчисление», 
3) «Интегральное исчисление», 3 тома 
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то, как уже указывалось, чаще всего они «решались» на базе 
господствовавших тогда геометрических и механических пред¬ 
ставлений. 

Узость «материальной» базы математического анализа (при¬ 
мерно до последней четверти XVIII века) обусловила возникно¬ 
вение другой причины, существенно тормозившей разработку 
его фундамента. Трудность была в первую очередь не в том, что 
математический анализ был «привязан» к геометрии и механи¬ 
ке, а в том, что последние не давали математикам достаточного 
количества фактов, изучение которых с их количественной сто¬ 
роны позволило бы разработать для математического анализа 
достаточно общие основы. 

Как правило, до последней четверти XVIII века математики 
изучали аналитические функции, т. е. функции, которые можно 
представить степенными рядами вида: 

{(х ) =а 0 +а 1 (х—х 0 ) +а 2 (х—х 0 ) 1 2 +...+ а п (х—х п ) п + ... 

(или по крайней мере рядами вида 

І(х) =А х* +Вх ? +Сх т 4- ... , 

где а, р, у — дробные или отрицательные числа). 

При помощи аналитических функций в XVII и XVIII веках 
решали подавляющее большинство задач математического ана¬ 
лиза и точных наук. Задачи обычно решались по единому пла¬ 
ну и без особого труда (Ньютон и его метод интегрирования 
уравнений при помощи степенных рядов). 

Эти обстоятельства побуждали математиков XVIII века счи¬ 
тать, что всякая функция І(х) допускает разложение в ряды 
указанного вида, что связанные с таким представлением функ¬ 
ций алгоритмы универсальны. «Вот почему Эйлер, его современ¬ 
ники и последователи, понимая функцию как аналитическое 
выражение, имели достаточное основание считать ее аналитиче¬ 
ской функцией» *. Поэтому же требования представлять функ¬ 
ции одним аналитическим выражением (которое и отождествля¬ 
лось с функцией) и эйлерова трактовка непрерывности и раз¬ 
рывности функции были общеприняты. 

Поскольку рассматриваемые в анализе функции были ана¬ 
литическими, представлявшие их кривые были гладкими. По ос¬ 
новным свойствам степенные ряды тождественны с конечными 
алгебраическими суммами. Поэтому не удивительно, что непо¬ 
средственным следствием принятого в XVIII веке истолкования 
функции было то, что «свойства конечных алгебраических вы¬ 
ражений переносились на все без исключения функции» 2 . Та- 


1 А И Маркушевич Очерки по истории аналитических функций 
М—Л , Гостехиздат, 1951, стр 15—17 

2 М К Герц О функциях, не имеющих производных Варшава, 1877. 
Введение 
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ким образом, в решающем пункте — в учении о функциях — 
внутренние тенденции развития математического анализа спо¬ 
собствовали метафизической абсолютизации истин «низшей» 
математики как незыблемого фундамента всего здания матема¬ 
тики. 

Были ли известны факты, еще в XVIII веке показавшие 
узость общепринятой тогда трактовки понятия функции и ее 
непрерывности? Были, но изменить положение в лучшую сторо¬ 
ну не могли! 

«Факты иного рода, — справедливо подчеркивает А. И. Мар- 
кушевич, — где аналитическое выражение, например в виде схо¬ 
дящегося ряда элементарных функций, представляло не анали¬ 
тическую функцию, являлись единичными в практике математи¬ 
ки того времени (тригонометрические ряды у Д. Бернулли); эти 
«исключения» математический анализ XVIII века не мог охва¬ 
тить и, как правило, не считал нужным оговаривать» *. 

Несколько труднее выяснить реальные основания трудностей, 
с какими в XVII—XVIII веках связывались представления о 
природе бесконечно малых, и объяснить факт господства ука¬ 
занного выше узкого истолкования понятия предела. В основ¬ 
ных чертах дело здесь сводится к следующему. 

Как уже указывалось, при рассмотрении вопросов матема¬ 
тического анализа математики XVII—XVIII веков — явно или 
неявно, хотели они этого или не хотели — трактовали предел 
как последнее значение переменной, которое она всегда дости¬ 
гает (или может достигнуть), изменяясь монотонно и непрерыв¬ 
но. Но если принять такую трактовку предела, то логично приз¬ 
нать (что и сделали Ньютон и Эйлер), что йх и <іу равны нулю. 
Если же этого не признать, то следует считать сіх и йу величи¬ 
нами особой природы, как видно из их свойств, актуально бес¬ 
конечно малыми. 

Каковы же реальные основания принятого в XVIII веке в 
математическом анализе толкования понятия предела? Ответ, 
несомненно, надо искать в первую очередь в ограниченности го¬ 
сподствовавших в XVII—XVIII веках механических и геометри¬ 
ческих представлений и в узости толкования понятия функции. 

«Наличие у всякого движения скорости и ускорения, — пи¬ 
сал Н. Н. Лузин, — казалось Ньютону в природе вещей. Вот по¬ 
чему естественно думать, что всякое приближение к 
пределу Ньютон мыслил монотонным, но отнюдь 
не осцилляторным 1 2 . Для Ньютона наличие движения без 
скорости или без ускорения, кривой без касательной или без 


1 А. И. М а р к у ш е в и ч. Очерки по истории теории аналитических функ¬ 
ций М—Л., Гостехиздат, 1951, стр. 17. 

2 Осциллятор — колебательная система. Таким образом, Н. Н. Лузин име¬ 
ет здесь в виду не монотонное, а колеблющееся приближение переменной к 
пределу. 
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кривизны, наличие переменной величины, хотя и непрерывно из¬ 
меняющейся, но такой, что каждое ее численное значение, как 
допредельное, так и предельное, является осцилляторным пре¬ 
делом, было бы «противоестественным» и, без сомнения, вызва¬ 
ло бы резко отрицательную реакцию на эту мысль» 1 . Во всех 
работах Ньютона, где используется понятие предела, перемен¬ 
ная мыслится приближающейся к пределу монотонно; об этом 
свидетельствуют не только рассуждения Ньютона, но и «все его 
схемы, рисунки и чертежи» (Лузин). 

Как указывалось, в XVIII веке монотонность приближения 
переменной к пределу требовали Даламбер, Кузен, Гурьев, Рах¬ 
манов и другие. 

Если функция /(*) аналитическая, то /'Ос) существует и не¬ 
прерывна. Графиком /( х ) является кривая, имеющая касатель¬ 
ную в каждой точке (рис. 16). 

Геометрически «очевидно», что когда Ах —Ю (оставаясь все 
время больше или меньше нуля), то Ау —*-0. Точка В, остава¬ 
ясь на кривой, неограниченно 
приближается к точке А. Когда 
Ах станет равным нулю, то АВ 
совпадет с АТ Предел — каса¬ 
тельная АТ — оказывается здесь 
последним положением секущей 
Л В, которого она всегда достига¬ 
ет при монотонном и непрерыв¬ 
ном изменении Ах , когда Ах 
станет равным нулю. 

Вообще если [(х) непрерывна 
в точке а , то Пт }(х) существует 

и равен І(а). И здесь предел есть 
«последнее» значение перемен¬ 
ной, которое она принимает при 
х = а. 

В XVIII веке в теории рядов 
внимание математиков было 
направлено главным образом на степенные ряды. Поскольку в 
математическом анализе изучались преимущественно аналити¬ 
ческие функции, представление функции степенными рядами 
позволяло изучать их свойства (Эйлер). Степенные ряды помо¬ 
гали вычислять значения аналитических функций с любой, напе¬ 
ред заданной, точностью и оказывали существенные услуги при 

интегрировании дифференциальных уравнений. Но степенные 

ряды вообще ведут себя как конечные суммы. Так, внутри ин- 


1 Н. Н. Лузин. Ньютонова теория предела. См.: «Исаак Ньютон (1643— 
1717)». Сборник статей к трехсотлетию со дня рождения. М.—Л., Изд-во АН 
СССР, 1943, стр. 64. 
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тервала сходимости сумма степенного ряда не зависит от поряд¬ 
ка следования его членов Не удивительно, что математики 
XVIII века считали свойства конечных сумм присущими всем 
рядам и, как правило, оперировали с последними как с конеч¬ 
ными суммами. 

Решающим в существовании указанных фактов было то, что 
примерно до последней четверти XVIII века практика (техника, 
механика, астрономия и т. п.), как правило, была заинтересо¬ 
вана в изучении реальных величин, по основным свойствам под¬ 
ходящим под понятия величины и функции, принятые в XVII— 
XVIII веках Благодаря этому аппараты исчисления (алгорит¬ 
мы) математического анализа (а также алгебры и учения о чис¬ 
ле) приводили, как правило, к верным результатам во всех ма¬ 
тематических теориях и точных науках. Поэтому-то математики 
XVII—XVIII веков имели основания считать разработанные 
ими алгоритмы не имеющими определенной области действия, 
всеобщими. Если при этом все же получали парадоксы, то они, 
как правило, или относились к «воображаемым» величинам, или 
не имели существенного значения для разработки основных (по 
тому времени!) проблем математики. Вот один характерный 
«парадокс» такого рода. 

В одном из писем к Эйлеру 1 Лагранж сообщает, что он 
встретился с парадоксом при вычислении определенного инте¬ 
грала 

і 

Г* У п _ ѵ'П 

/ = ] —^— еіх, \+п> 0 , 1 + т > 0 . 

о 

С одной стороны, пишет Лагранж, легко показать, что 


С другой стороны, представив / в виде разности интегралов 

і і 



о о 


и положив 
получим: 


т. е. 



1 См. письмо Лагранжа к Эйлеру от 301 1775 года. «Ученая корреспонден¬ 
ция Академии наук XVIII в (1766—1782)» М—Л , Изд-во АН СССР, 1937 

12 В Н МолодшнГі 
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«Я не мог найти решения этого парадокса, — подчеркивает 
Лагранж, — и очень хотел бы узнать Ваше мнение по этому по¬ 


воду». 

Интеграл Лагранжа — несобственный; он действительно равен 



1 4 - п 
1 -}- т' 


Но представлять его в виде разности интегралов 




нельзя, так как каждый из этих интегралов не существует. Сле¬ 
довательно, нелепое равенство 1п ^ = 0 ниоткуда не 

следует, парадокса нет. Лагранж, однако, не только не имел 
четкого представления о несобственных интегралах, но и не знал 
точного определения определенного интеграла от непрерывной 
функции; последнее впервые развил Коши в конце первой чет¬ 
верти XIX века. Лагранж владел интуитивно «ясным» понятием 
определенного интеграла, которое возникло в связи с квадрату¬ 
рами и кубатурами элементарных геометрических форм и реше¬ 
нием задач механики. Поэтому соотношение 

ь ь ь 

| [/(*) —?(*)!<** = | /(*)«**—| 
а а а 

казалось ему верным во всех случаях, безоговорочно. Когда в 
практике исследований Лагранж встретился с расходящимися 
несобственными интегралами, он неизбежно должен был встре¬ 
титься с «парадоксами». Тот факт, что он не сумел их преодолеть, 
показывает неразвитость понятия определенного интеграла и си¬ 
лу господствовавших в его время методологических установок. 
Существенно и то, что преодоление этого парадокса не было 
еще необходимым для дальнейшей разработки интегрального 
исчисления и его приложений. 

Рассмотренные факты показывают, что примерно до послед¬ 
ней четверти XVIII века вопрос о границах приложимости ис¬ 
числений и алгоритмов математического анализа, алгебры и 
учения о числе практикой почти не выдвигался, а потому и не 
мог стать одгіѴім из основных вопросов обоснования анализа во¬ 
обще. 

Итак, в XVIII веке не было решающих данных, способных 
помочь математикам устранить недостатки, присущие их рабо¬ 
там по основам математического анализа и теории рядов. Что¬ 
бы в этом направлении добиться перелома, как минимум было 
необходимо: 

1. Отделить задачу обоснования математического анализа 
от использования представлений, господствовавших в XVII— 
XVIII веках в механике и геометрии. 
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2. Обобщить узкие толкования понятия функции и ее непре¬ 
рывности, господствовавшие в XVIII веке. 

3. Обобщить узкое толкование предела, принятое всеми его 
сторонниками от Ньютона, Даламбера и до Коши. 

4. Вывести теорию рядов за рамки, поставленные ей теори¬ 
ей степенных рядов. 

Коротко говоря, в XVIII веке учение о числе, алгебра, гео¬ 
метрия и математический анализ не располагали достаточной 
фактической базой, которая позволила бы математикам разра¬ 
ботать точные и общие определения их основных понятий, выде¬ 
лить их существенные, основные свойства и в этой связи дать им 
и их методам логически выдержанное обоснование, с указанием 
границ действенности последних. Недостаточность фактического 
материала характеризовалась не столько малым объемом, 
сколько качественной однородностью, во многом сближавшей 
его с объектами «низшей» математики. 

Нельзя, однако, ограничиться описанием только внутримате- 
матических причин, тормозивших в XVIII веке разработку до¬ 
статочных способов обоснования математических теорий и спо¬ 
собствовавших метафизической абсолютизации истин «низшей» 
математики. Важно подчеркнуть, что этому способствовала и 
философия XVIII века. 

В XVIII веке в философии (материалистической и идеали¬ 
стической) и в естествознании господствовала метафизика. Ме¬ 
тафизика закрепляла развивавшуюся внутри математики абсо¬ 
лютизацию истин «низшей» математики, способствовала укреп¬ 
лению веры математиков в неограниченную силу исчислений и 
алгоритмов, глушила ростки прогрессивных идей, стихийно, в 
силу внутренней логики развития, зарождавшихся при разра¬ 
ботке основ математических теорий. 

Примерно до последней четверти XVIII века позиции мета¬ 
физики в области основ математики в общих чертах были даже 
более сильными, чем в XVII веке. Например, в XVII веке разда¬ 
вались предостерегающие голоса против необоснованного исполь¬ 
зования методов и алгоритмов, а до последней четверти XVIII 
века их почти не было слышно. Помимо указанных выше вну- 
триматематических причин, этому в большой мере способство¬ 
вало и то, что уровень философии XVIII века был ниже, чем в 
XVII веке. «Метафизика XVII века (Декарт, Лейбниц), — писал 
В. И. Ленин, — была еще связана с положительным (розіііѵет) 
содержанием. Она делала открытия в математике, физике и пр. 
В XVIII веке позитивные науки отделились, и метафизика \ѵаг 
іаб ^е\ѵогсіеп (стала плоской. — Ред.)» 1 . 


1 В. И. Ленин. Конспект книги Маркса и Энгельса «Святое семейство». 
Поли. собр. соч., т. 29, стр. 30. См.: К. Маркс и Ф. Энгельс. Святое се¬ 
мейство. Сочинения, т. 2, стр. 141. 
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Подчеркнем вместе с тем еще раз, что в XVIII веке матема¬ 
тики открыли много новых фактов и развили новые идеи, без 
которых в XIX веке была бы невозможна плодотворная разра¬ 
ботка научных основ математических теорий. Некоторые из них 
мы указали выше. Здесь отметим еще несколько характерных 
фактов. Задолго до Коши Эйлер использовал частичные суммы 
числовых рядов для выяснения вопроса об их сходимости. Он же 
подошел к интегральному признаку Коши. Эйлер первый обоб¬ 
щил понятие суммы ряда на расходящиеся ряды и разработал 
первые методы суммирования таких рядов. Идеи Эйлера послу¬ 
жили впоследствии Э. Чезаро, Э. Борелю, Л. Фейеру и Г. Ф. Во¬ 
роному исходным пунктом в развитии теории расходящихся ря¬ 
дов. Был частично исследован аппарат теории тригонометриче¬ 
ских рядов 1 2 . Формальный аппарат учения о числе, от натураль¬ 
ных до комплексных включительно, получил завершение, в свя¬ 
зи с чем была поставлена задача развития арифметики кватер¬ 
нионов 3 . 

3. Разработка способов обоснования математики 

в последней четверти XVIII и первой половине XIX века 

Как указывалось выше, в конце XVIII и первой половине XIX 
века, во время бурного роста машинной техники, базирующейся 
на использовании парового двигателя, когда в ведущих странах 
укреплялся промышленный капитализм, математика стала разви¬ 
ваться в существенно новых /направлениях. Новыми оказались 
формы организации, содержание ее исследований и требование 
максимальной общности развиваемых математических теорий. 
Эти обстоятельства сыграли в разработке вопросов обоснования 
математики двоякую роль. 

Новые факты, постепенно накоплявшиеся преимущественно 
в математическом анализе, ведущая роль, какую они стали играть 
в первой половине XIX века в точных науках и технике, показали, 
что традиционные и метафизически абсолюти¬ 
зируемые способы обоснования математики не¬ 
совместимы более с развитием действенных 
методов и содержания анализа бесконечно ма¬ 
лых, геометрии, алгебры и учения о числе. 

Решающим, однако, было другое. Эти новые факты подсказа¬ 
ли математикам, в каком направлении и как разрабатывать бо¬ 
лее широкие способы обоснования математических теорий, помо¬ 
гающие охватить их фактическое содержание «целиком», а пото- 


1 См.: А. П. Гусев. Бесконечные ряды у Леонарда Эйлера. Кандидат¬ 
ская диссертация. Институт истории естествознания и техники АН СССР, 
1964. 

2 См.: В. Н. Мол о дш ий. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 

века. М, Учпедгиз, 1963, гл. VIII. 
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му, со своей стороны, способствующие развитию их содержания 
и действенных методов. 

Таких фактов было очень много. Открытие их шло отнюдь не 
по восходящей прямой, а сложными, зигзагообразными путями. 
Процесс протекал в условиях развертывающейся борьбы мате¬ 
риализма с идеализмом, стихийной диалектики естествознания 
и математики против метафизики. Дать полное и связное обозре¬ 
ние основных направлений этого сложного процесса и выяснить 
их значение для развития новой методологии математики—это 
задача, решить которую можно лишь рядом крупных исследова¬ 
ний. В дальнейшем мы останавливаемся только на некоторых ре¬ 
шающих фактах, которые предопределили содержание развития 
новых способов обоснования математики. 

Изучая внутриматематические причины, способствующие в 
XVIII веке проникновению метафизики в математику, мы начи¬ 
нали с геометрии, переходили к учению о числе и закончили ана¬ 
лизом бесконечно малых. Это естественно: в XVII—XVIII воках 
метафизическая абсолютизация принципов и истин геометрии 
Евклида имела наиболее прочные основания. Меньше всего это 
относилось к «высшей» математике. В первой половине XIX века 
разработка способов обоснования многих математических теорий 
в значительной мере определялась соответствующей проблемати¬ 
кой математического анализа. Поэтому теперь целесообразно на¬ 
чать с рассмотрения фактов, относящихся к истории способов 
обоснования математического анализа и теории рядов. 

Примерно с последней четверти XVIII века область приложе¬ 
ний математического анализа начинает значительно перекрывать 
границы его обычных приложений в механике и геометрии. Еще 
быстрее развертывался этот процесс в первой четверти XIX века. 

Математики пытались сначала решать новые задачи метода¬ 
ми, разработанными классиками XVIII века — Эйлером, Далам- 
бером, Лагранжем и другими. Однако вскоре выяснилось, что 
методы классиков недостаточны, что надо развивать новые, 
более общие и сильные методы. Выяснилось также, что недоста¬ 
точность методов классиков нередко связана с узостью трак¬ 
товки основных понятий, с «изгоняемым» понятием о бесконечно 
малой, с «исключениями», которые раньше оставались в тени. 

Поясним сказанное одним примером. 

Ньютон и Лейбниц разработали две трактовки понятия обыч¬ 
ного определенного интеграла К 


1 См. по этому вопросу: А. П. Юшкевич. О возникновении понятия об 
определенном интеграле Коши. «Труды Института истории естествознания*, 
т. I, 1947; Г. М Фихтенгольц. О преобразовании переменных в кратных 
интегралах. «Историко-математические исследования», вып V, 1952; 
В. И. Антропова. Из истории развития теории потенциала и теории тепло¬ 
проводности Кандидатская диссертация. Институт истории естествознания и 
техники АН СССР. М., 1955. 
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Ньютон трактовал определенный интеграл как разіность со¬ 
ответствующих значений первообразной функции: 

ь 

= Р(Ь) — Р( а ), 

а 

где Г'(х) =/(*). 

Для Лейбница определенный интеграл был суммой всех бес¬ 
конечно малых дифференциалов: 

ь 

| Кх)Лх = «сумма всех [(х)сіх». 

а 

Первая трактовка отвечала технике вычисления определенных 
интегралов при помощи первообразной подынтегральной функ¬ 
ции, вторая — тому, что в приложениях определенный интеграл 
появляется как предел известного вида суммы (интегральной 
суммы). 

Примерно до последней четверти XVIII века первая трактов¬ 
ка понятия определенного интеграла занимала господствующее 
положение. Этому способствовали два обстоятельства. 

1. К началу XVIII века были установлены правила дифферен¬ 
цирования всех элементарных функций и началась успешная 
разработка методов нахождения их первообразных (рациональ¬ 
ных, отдельных классов иррациональных и трансцендентных 
функций). Благодаря этому точка зрения Ньютона вполне отве¬ 
чала развитию эффективных алгоритмов интегрального исчис¬ 
ления. 

я 

2. Непосредственное вычисление ( /( х) йх как предела ин- 

а 

тегральной суммы столкнулось с многими трудностями. Естест¬ 
венно, что это обстоятельство не способствовало укреплению точ¬ 
ки зрения Лейбница. 

Лейбницево истолкование обычного определенного интеграла 
существенно опиралось на понятие о бесконечно малых, от кото¬ 
рых математики XVIII века хотели освободить математический 
анализ. Это также способствовало укреплению точки зрения 
Ньютона. Факт этот хорошо подтверждается тем, как Эйлер ис¬ 
пользовал понятие об интегральной сумме. Эйлер не возражал 
против приближенного вычисления определенных итегралов при 
помощи соответствующих интегральных сумм. Но рассматривать 
определенный интеграл как предел интегральной суммы он не 
мог. В этом случае все слагаемые интегральной суммы станови¬ 
лись бесконечно малыми, т. е., с точки зрения Эйлера, были 
нулями. 
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Конечно, и до последней четверти XVIII века концепция Нью¬ 
тона сталкивалась с трудностями. В этот период встречались 
элементарные функции, первообразные которых не могут быть 
выражены в конечном виде через элементарные функции. Знали 
математики и некоторые несобственные интегралы, в том числе и 
расходящиеся Но такого рода факты были единичными и уста¬ 
новившейся эффективной концепции интеграла нарушить не 
могли. Иным оказалось положение в последней четверти XVIII и 
особенно в начале XIX века. 

С 70-х годов XVIII века решение задач аналитической меха¬ 
ники, физики и других дисішплин потребовало значительного раз¬ 
вития понятия определенного интеграла. Особое значение при¬ 
обретают двойные и тройные интегралы (Эйлер, Лагранж, Лап¬ 
лас и другие). Так, решение задачи о притяжении материаль¬ 
ной точки материальным телом даже в сравнительно элементар¬ 
ных случаях сводилось к вычислению тройных интегралов в 
цилиндрических и сферических координатах. Впоследствии теория 
тройных интегралов совершенствовалась в работах по теории 
потенциала. Исследование вопроса о распределении электричес¬ 
ких зарядов по поверхности проводящих тел привело к понятию 
поверхностного интеграла. Последний получил точное истолко¬ 
вание в работе Гаусса (1813) о притяжении материальных тел. 
Все чаще приходилось использовать понятие несобственных ин¬ 
тегралов и сталкиваться с расходящимися несобственными ин¬ 
тегралами. Например, при анализе уравнения из теории потен¬ 
циала 

д*ѵ . д*ѵ . д*ѵ . 

да 1 + дЬ* ^ дс* ~ 4ігр 

Пуассон в 1813 году рассматривал несобственный интеграл, ко¬ 
торый он дифференцировал по параметру. Наконец, возникла 
необходимость рассматривать интегралы и от разрывных функ¬ 
ций. Здесь важнейшую роль сыграли исследования Фурье (1807, 
1822) вопросов теплопроводности. 

Разработка приемов вычисления двойных и тройных интегра¬ 
лов показала, что вычислять эти интегралы так, как вычисляли 
обычный определенный интеграл — при помощи неопределенно¬ 
го, очень трудно или даже невозможно. Поэтому математики 
были вынуждены сохранять концепцию Ньютона только на сло¬ 
вах, а на деле, при решении задач точных наук, стали на путь 
Лейбница. Они вычисляли соответствующие интегральные суммы 
(в прямоугольных, цилиндрических и сферических координатах) 
и находили их пределы. 

Короче говоря, разработка способов вычисления новых ви¬ 
дов определенного интеграла показала, что обыкновенный, двой. 
ной и т. д. определенные интегралы должны быть обоснованы са¬ 
ми по себе, независимо от понятия неопределенного интеграла 
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Но каждое слагаемое любой интегральной суммы является бес¬ 
конечно малой величиной. Тем самым ставился вопрос не толь¬ 
ко о легализации ранее «изгоняемого» понятия бесконечно 
малого, но и о раскрытии его реального содержания и о соответ¬ 
ствующем его использовании. Как уже указывалось, чтобы все 
все это сделать, надо было преодолеть — обобщить, развить 
традиционное (эйлерово) толкование функции и понятия предела. 

Такого рода трудности возникли и при использовании дру¬ 
гих понятий и методов анализа. 

Значительное расширение области качественно различных 
приложений математического анализа побудило передовых ма¬ 
тематиков конца XVIII и первой четверти XIX века с особой си¬ 
лой поставить вопрос о необходимости обоснования математи¬ 
ческого анализа как общей науки, т. е. независимо от представ¬ 
лений, заимствованных из геометрии или механики. При этом 
оказалось, что учение о числе и алгебра должны быть обоснова¬ 
ны раньше. Поэтому перестройка анализа в указанном направ¬ 
лении получила наименование арифметизации анализа. 

В первой половине XIX века существенные достижения в де¬ 
ле арифметизации математического анализа связаны преиму¬ 
щественно с именами Б. Больцано и О. Коши. 

Чешский ученый и логик Больцано разработал наиболее раз¬ 
вернутое обосование необходимости арифметизации математи¬ 
ческого анализа. Математический анализ обязан Больцано раз¬ 
работкой и доказательством нескольких фундаментальных по¬ 
нятий и теорем 1 . 

Идеи Коши получили развернутое оформление в его «Алгеб¬ 
раическом анализе» и в «Кратком изложении дифференциаль¬ 
ного и интегрального исчислений» 2 . 

Идеи Коши получили одобрение у многих передовых матема¬ 
тиков первой половины XIX века. В предисловии к «Алгебраи¬ 
ческому анализу» Коши указывал, что при написании этой 
работы он пользовался советами Пуассона, Ампера и Корио¬ 
лиса. Буняковский отзывался об идеях Коши весьма положи¬ 
тельно. «Коши, — писал Буняковский в предисловии к русскому 
изданию второй работы Коши, — в изложении правил диффе¬ 
ренциального и интегрального исчисления уклоняется от спосо¬ 
бов предшествовавших ему писателей, и почти всегда преимуще¬ 
ство остается на его стороне». Идеи Коши нашли отражение и в 
учебной литературе первой половины XIX века, в том числе и в 
русской (см., например, учебные руководства профессора Мос- 


1 См.: Э. Кольман. Бернард Больцано. М, Изд-во АН СССР, 1955. 
Приложения 1 и 2. 

2 См.: О. К о ш и. Алгебраический анализ, пер. с франц. Беіргі^, 1964. 
Первое издание опубликовано в 1821 году. О. Коши. Краткое изложение уро¬ 
ков о дифференциальном и интегральном исчислении, пер. с франц. В. Буня- 
ковского. СПб., 1831 Первое французское издание опубликовано в 1823 году. 


184 





ковского университета Н Е Зернова) Сделанное Коши в разра¬ 
ботке способов обоснования математического анализа имеет ис¬ 
ключительное методологическое значение, а поэтому при¬ 
обрело и большой методический вес 

В 1817 году Больцано написал работу «Чисто аналитическое 
доказательство теоремы, что между двумя значениями уравне¬ 
ния, дающими результаты с противоположными знаками, лежит 
по меньшей мере один действительный корень уравнения» 

В этой работе Больцано отказался от эйлерова толкования 
функции и ее непрерывности, дал им современное истолкова¬ 
ние *. Работа посвящена также доказательству названной теоре¬ 
мы и критике «геометрических» и «механических» ее доказа¬ 
тельств. В этой же работе Больцано сформулировал и доказал 
теорему о верхней грани ограниченного сверху множества. Боль¬ 
цано указал также, что многие математики, излишне доверяю¬ 
щие обычным геометрическим и механическим представлениям, 
подменяли теорему о верхней грани другим — ошибочным — ут¬ 
верждением. 

В предисловии Больцано указывает, что названную в оглав¬ 
лении работы теорему о поведении непрерывной функции пыта¬ 
лись доказать многие математики — Кестнер, Клеро, Лакруа, 
Лагранж и другие, но достаточного доказательства никто не 
дал. По мнению Больцано, причина этого заключена в том, что 
математики старались провести доказательство, опираясь на гео¬ 
метрические или механические представления В первом слу¬ 
чае доказательство основывали на том, что «всякая непрерыв¬ 
ная линия простой кривизны, чьи ординаты сначала положитель¬ 
ны, а потом отрицательны (или наоборот), неизбежно долж¬ 
на пересечь ось абсцисс в какой-либо точке, лежащей между 
этими ординатами» Во втором случае (к нему прибегали ре¬ 
же) опирались на понятия непрерывности, времени и движения 

Разбирая первое доказательство, Больцано указывает, что 
верность и очевидность геометрической истины, положенной 
в основу доказательства, возражений встретить не могут. Но, под¬ 
черкивает Больцано, «нетерпимым нарушением хорошего мето¬ 
да является, когда истины чистой (или общей) математики 
(т. е. арифметики, алгебры или анализа) желают вывести из 
соображений, которые принадлежат только прикладной (или 
частной) ее части, а именно — геометрии» 1 2 . Основания этого 
утверждения Больцано усматривает в следующем. «Если 
учесть, — говорит он, — что доказательства в науке вовсе не 
должны быть лишь уверениями, а, наоборот, обоснова¬ 
ниями, т. е. изложениями того объективного основания, которое 


1 Об этом мы будем говорить подробнее далее 

2 Цит. по кн Э Кольман Бернард Больцано М, Изд во АН СССР, 
1955. Приложение 1 
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имеет доказываемая истина, то нам само собой станет ясным, 
что подлинно научным доказательством, или объективным осно¬ 
ванием, истины, которая верна для всех величин, безразлично, 
находятся ли они в пространстве или нет, никак не может быть 
истина, которая верна только для величин, находящихся в про¬ 
странстве ... Пусть кто-либо подумает об объективном основании 
того, почему линия, при только что отмеченных обстоятельствах 
(Больцано имеет в виду условие рассматриваемой теоремы.— 
В. М.), пересекает свою ось абсцисс; тогда он наверное вскоре 
заметит, что это основание состоит ни в чем другом, как только 
в той общей истине, что каждая непрерывная функция х, кото¬ 
рая становится положительной для одного х и отрицательной 
для другого значения х, должна стать нулем для какого-нибудь 
значения х , лежащего между ними... 

...первая (истина. — В. М.) должна выводиться из второй, 
если мы хотим излагать в науке истины так, как они связаны 
друг с другом, согласно их объективной связи» ! . 

В заключение Больцано сделал замечание, имеющее не толь¬ 
ко методологическое, но и методическое значение: 

Мы «не считаем примеры и приложения чем-либо таким, что 
наносит ущерб совершенству научного изложения. Лишь одного 
требуем мы, однако, строго: чтобы никогда не выдвигали при¬ 
меры вместо доказательств и чтобы никогда не основывали су¬ 
щество самого заключения на выражениях, употребленных толь¬ 
ко в несобственном смысле, и на побочных представлениях, ко¬ 
торые они вызывают, так что заключение отпадает, как только 
меняют эти выражения» 1 2 . Заметим, что во второй половине XIX 
века аналогичную точку зрения отстаивал П. Л. Чебышев в ре¬ 
цензиях на учебники арифметики и алгебры для средней школы 3 . 

Отметив важную роль, какую должна играть в математичес¬ 
ком анализе доказанная им теорема о верхней грани, Больцано 
указал, что она нередко подменялась ложным утверждением: ес¬ 
ли некоторое свойство М принадлежит всем значениям х< 5 , то 
существует некоторое наибольшее значение х , обладающее свой¬ 
ством М. 

Ошибочность последнего утверждения Больцано доказывает 
посредством следующего примера. 

Рассмотрим (рис. 17) равнобочную гиперболу с асимптотами 
у —0 и х=5. Если гипербола имеет положительную орди¬ 

нату. Когда х>8 , ордината гиперболы отрицательна. Таким об¬ 
разом, условия рассматриваемого утверждения выполнены. Од¬ 
нако, вопреки его заключению, среди всех нет наибольше- 


1 Цит. по книге: Э. Кольман. Бернард Больцано. М, Изд-во АН СССР, 
1955. Приложение I, стр. 172—173. 

2 Та м же, стр. 174. 

8 П. Л. Чебышев. Сочинения, т. V. М.—Л., Изд-во АН СССР, 1951; 
В. Е. Прудников. П. Л. Чебышев — ученый и педагог. М., Учпедгиз, 1950. 
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го, которому бы соответствовала положительная ордината 
гиперболы; значит, оно ложно. Зато можно утверждать — и это 
иллюстрирует истинность теоремы о верхней грани, — что есть 5 
такое, что для всякого х<8 существует положительная ордината 
гиперболы. 



Почему многие математики XVIII и начала XIX века счи¬ 
тали рассмотренное Больцано ошибочное утверждение пра¬ 
вильным? В конечном счете потому, что они, как правило, ра¬ 
ботали только с аналитическими, а значит, и непрерывными 
функциями. Поэтому они не могли ясно осознать, что понятие 
точной верхней грани функции шире понятия ее наибольшего 
значения. 

Сравнение «Введения в анализ» и «Дифференциального ис¬ 
числения» Л. Эйлера с работами Больцано без труда позволяет 
заметить, что их результаты по аналитическому обоснованию 
математического анализа существенно различны. Эйлер строит 
аналитически математический анализ как учение о функциях в 
его смысле, причем доказывает теоремы в соответствии с мето¬ 
дологией XVIII века. Больцано трактует понятие функции, ее не¬ 
прерывность и точки разрыва в современном нам смысле, стара¬ 
ется аналитически доказать относящиеся к ним теоремы с ука¬ 
занием условий их действия. 

Чем было обусловлено это различие? Можно указать реаль¬ 
ные основания, обусловившие возникновение идей Коши, сход¬ 
ных с идеями Больцано, и объяснить, что же со временем обес¬ 
печило их подходу к постановке и решению задач обоснования 
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математического анализа всеобщее признание и дальнейшее 
развитие 

В 1807 году Фурье (1768—1830) опубликовал исследование 
о распространении теплоты в твердых телах 1 2 , а в 1822 году 
расширил и уточнил ранее полученные результаты и издал но¬ 
вое, ставшее классическим, исследование «Аналитическая теория 
теплоты» 3 . 

В «Аналитической теории теплоты» Фурье ставил и разра¬ 
батывал физическую задачу о распространении теплоты в общем 
виде как задачу самостоятельной математической теории, тре¬ 
бующей своих принципов и методов исследования. В последо¬ 
вавшем за Фурье расширении предмета математического анали- 
лиза и уточнении его оснований этот факт имел первостепенное 
значение. 

Усилия Фурье были направлены на вывод уравнения тепло¬ 
проводности: 

дѵ _ к \д г ѵ , д^Ѵ , дЧП 

Ж “ ~сй \ дГ* “и ду* ] 

и его интегрирование при различных граничных условиях. Это 
уравнение позволяло определять температуру тела по заданным 
начальным условиям 4 . 

Для интегрирования уравнения теплопроводности Фурье 
применил тригонометрические ряды, т. е. ряды вида: 

©о 

-Ь 2 о й соз пх + &„зіп пх . 

* п—1 

Фурье установил, что если тригонометрический ряд сходится 
на промежутке (—л, ’+л) к функции /(*), то коэффициенты а п 
и Ь п определяются по формулам: 

а п Г {(х) соз пхй\\ п =0,1,2, ... ; 

—Г 

ф 1» 

Ь п = -і- Г /(дг)зіп пхсіх, п = 1,2... . 

—X 

Это обстоятельство позволило Фурье использовать тригоно¬ 
метрические ряды для интегрирования уравнения теплопроводно¬ 
сти с максимальной эффективностью. 


1 Многое говорит о том, что в конечном счете источник рассматриваемых 
идей Коши и Больцано один и тот же. 

2 См: Виііеііп сіез зіёпсез р. Іа 5ос. рйііотаіічие, ѵ. I. 

3 Роигіег. Тйёогіе апа1уІк)ие сіе Іа сЬаІеиг. Рапз, 1822; См. также: 
Оеиѵгез сіе Роигіег, 1. I. Рагіз, 1888. 

4 Здесь ѵ=ѵ(х, у , г, 0 —температура точки (х, у, г) тела в момент вре¬ 
мени і; с — удельная теплоемкость, к — коэффициент теплопроводности, р — 
плотность тела. 
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Риман считал этот факт решающей причиной того, что вско¬ 
ре после публикации исследований Фурье тригонометрические 
ряды получили почти всеобщее признание и нашли широкое 
применение К 

В этом вопросе Риман не был прав. В XVIII веке Клеро, а 
затем и Эйлер открыли выражение коэффициентов тригоно¬ 
метрического ряда в зависимости от функции, к которой он схо¬ 
дится 1 2 . Попросту говоря, они знали те коэффициенты, которые 
позднее были вновь найдены Фурье. Но во времена Эйлера три¬ 
гонометрические ряды широкого признания не получили. Это 
дает основание думать, что, хотя открытие Фурье было важным 
вкладом в теорию тригонометрических рядов, без которого они 
не могли бы играть в математике и точных науках серьезную 
роль, решающее значение в их признании сыграли требования 
практики (теория теплопроводности м т. п.) и, добавим, возрос¬ 
ший общий теоретический уровень математики. 

Фурье установил, что тригонометрическими рядами можно 
представлять не только правильные (в смысле Эйлера) функ¬ 
ции, но и функции, кажущиеся при сравнении с ранее известны¬ 
ми очень произвольными. Оказалось также, что один и тот же 
тригонометрический ряд способен характеризовать функцию, ко¬ 
торая рассматривалась раньше как собрание нескольких функ¬ 
ций, поскольку графически она изображается не одной сплош¬ 
ной линией, а дугами различных кривых. Например, изучая 
функции, допускающие разложение в ряд из синусов кратных 
дуг, т. е. в ряд 

6і$іпх-Ь#2 5 іп2а'4- ... +Ь п 8ІППХ+... , 

Фурье указал, что такими функциями будут те, графики кото¬ 
рых симметричны относительно начала координат и которые 
имеют периодом 2л. Это утверждение Фурье иллюстрировал 
воспроизведенным на чертеже (рис. 18) графиком такого рода 
функции. Фурье 3 рассматривал также функции, равные сопзі^О 
для каждого х из промежутка (а, Ь) и равные нулю для осталь¬ 
ных X. 

Такого рода функции до Фурье если и встречались в анали¬ 
зе, то только в качестве единичных исключений. После Фурье 
исследователи обращают на эти функции серьезное внимание, 
что помогает им решать задачи механики, физики и других наук. 
Таким образом, можно сказать, что благодаря разработке 
теории тригонометрических рядов как мощного аппарата реше¬ 
ния задач математической физики объектом математического 
анализа становятся и функции, имеющие точки разрыва перво- 


1 См • Б Риман. Сочинения. М—Л , Гостехиздат, 1948, стр 229—230 

2 Эйлер вывел эти формулы в 1777 году путем обычного для нас почлен¬ 
ного интегрирования членов тригонометрического ряда. 

3 См.: Р о и г і е г Оеиѵгез, і. 1, рр. 226—227. 
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го рода, а вместе с ними и разрывные функции вообще . А. Пу¬ 
анкаре писал: «Если бы не была естественным образом постав¬ 
лена эта проблема (проблема теплопроводности. — В. М.), ни¬ 
когда бы не решились отдать должное прерывности и долго бы 
еще смотрели на непрерывные функции как на единственно 
истинные функции» *. Для развития математического анализа 
этот факт имел первостепенное значение. 



Развитие идей Фурье, в частности разработка теории три¬ 
гонометрических рядов, оказало революционизирующее влияние 
на расширение содержания, трактовку основных понятий и 
принципы математического анализа. 

Работы Фурье показали, а дальнейшие исследования под¬ 
твердили, что для математического анализа настало время ис¬ 
следовать не только аналитические функции, но и такие, зада¬ 
ние которых на некотором промежутке не определяет их пове¬ 
дения в целом, так как за пределы этого промежутка их можно 
продолжать совершенно произвольно 1 2 . Особенно четко иллю¬ 
стрировали этот факт функции, имеющие разрывы первого ро¬ 
да. Осознание этого фундаментального факта побудило Больца¬ 
но, Лобачевского и Дирихле значительно обобщить эйлерово 
толкование функции, ввести в обиход математического анализа 
то ее истолкование, которое теперь не совсем справедливо на¬ 
зывают определением функции по Дирихле. В 1817 году Боль¬ 
цано определил функцию как зависимость, заданную любым 
(известным или неизвестным) законом, лишь бы каждому зиа- 


1 См.: А. Пуанкаре. Ценность науки, пер. с франц. М., 1906, ч. II, гл. V. 

2 Об этом см.: Б. Риман. Сочинения, стр. 49. Этот факт осознавал и сам 
Фурье. См.: Р о и г і е г. Оеиѵгез, (. 1, р. 224. 
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чснию одной из переменных соответствовало определенное зна¬ 
чение другой переменной. В 1831 году Больцано специально 
подчеркивал: «Дозволено мыслить закон зависимости одного 
числа от другого каким мы хотим». Вопрос о возможности зада¬ 
ния функции аналитическим выражением, подчеркивал Больца¬ 
но, существенной роли не играет. Кроме того, функция может 
быть задана несколькими аналитическими выражениями. Этот 
факт Больцано иллюстрирует следующим примером. Приз хѵ за¬ 
висит от расстояния х попадания от центра мишени, причем по 
условию: 

(100 талеров, когда *=0, 


іѵ= ■ 100— 25л: 


0<л:<2, 


58— 2х 


2<*<5, 


и т .д. К 

«Обширный взгляд теории, — писал Лобачевский, — допуска¬ 
ет существование зависимости только в том смысле, чтобы чи¬ 
сла, одни с другими в связи, принимать как бы данными вме¬ 
сте...» 1 2 . 

«Я называю у функцией х> — писал Л. Дирихле, — если для 
каждого х между а и Ь у имеет конечное определенное значе¬ 
ние» 3 . 

Коши формально придерживался в названных двух его ра¬ 
ботах старого истолкования понятия функции. Но даже беглое 
знакомство с этими его работами показывает, что Коши рабо¬ 
тал, опираясь на понимание функции как соответствия, устанав¬ 
ливаемого по любому нам известному или неизвестному закону. 
Например, в теории интегрирования Коши рассматривает функ¬ 
ции, которые могут быть представлены графиками вида 4 
(рис. 19). 


I 

I 
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Г 

I 
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і 




Рис. 19 


1 См.: Э. К о л ь м а н. Бернард Больцано. М., Изд*во АН СССР, 1955, 
стр. 53. 

2 Н. И. Лобачевский. Об исчезании тригонометрических строк. «Уче¬ 
ные записки Казанского университета», кн. II, 1834. 

3 Л. Дирихле. О сходимости тригонометрических рядов, служащих для 
представления в данных пределах произвольной функции. «Харьковская мате¬ 
матическая библиотека», серия В, № 2, стр. 5—6. 

4 О. К о ш и. Краткое изложение уроков о дифференциальном и интеграль¬ 
ном исчислении. СПб., 1831, стр. 142—143. 
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Изучение функций нового типа показало, что формула, пред¬ 
ставляющая функцию, и функция, ею представляемая, — это не 
одно и то же. Формула является орудием одного из способов 
(аналитического) представления функции. Например, функция 
((х) = \х\ может быть задана на промежутке (—я, +л) двумя 
формулами: у=х, у——х\ вместе с тем она может быть задана и 
одним аналитическим выражением, а именно — сходящимся к 
ней тригонометрическим рядом. В пользу этого заключения гово¬ 
рили и иные соображения. «Новейшие исследования показали, — 
писал Риман, — что существуют такие аналитические выражения 
(тригонометрические ряды. — В . М.), с помощью которых можно 
в заданном промежутке представить любую непрерывную функ¬ 
цию. Таким образом, не является существенным, будет ли зави¬ 
симость величины до от величины г задана произвольно или с 
помощью матехматической формулы» *. 

По-новому был поставлен вопрос о непрерывности и точках 
разрыва функции. Эйлерово толкование непрерывности было ос¬ 
тавлено, как не отвечающее общему понятию функции. Больца¬ 
но, Коши, Лобачевский, а вслед за ними и другие математики 
выдвигают на первое место определение непрерывности функции 
«на языке е и б». 

«Согласно правильному объяснению, — указывал Больцано,— 
понимают под выражением, что функция /(*) изменяется по за¬ 
кону непрерывности для всех значений х, которые лежат внутри 
или вне известных границ; лишь то, что, если х — какое-нибудь 
из этих значений, тогда разность /(х + о))— }(х) может быть сде¬ 
лана меньше, чем любая заданная величина, если можно при¬ 
нять о столь малым, сколько мы хотим» 1 2 . 

Коши писал: }{х) непрерывна для заданного значения х , ког¬ 
да «бесконечно малое приращение переменной производит бес¬ 
конечно малое приращение самой функции» 3 . 

Сначала точки разрыва функции определялись чисто отрица¬ 
тельно. Коши писал: «Когда }(х) перестает быть непрерывною в 
сопредельности частного значения переменной х, то говорят, что 
она делается прерывною и что для этого частного значения про¬ 
исходит разрыв непрерывности» 4 . Во второй четверти XIX века 
точки разрыва функции !(х) изучали Пуассон, Либри и другие. 
В своих математических мемуарах Либри писал, что впервые 
разрывные функции сделались предметОхМ исследований в рабо¬ 
тах Даниила Бернулли, Эйлера и Даламбера. Однако, под¬ 
черкнул он, только исследования Фурье, Пуассона и других матс- 


1 Б. Риман Сочинения. хМ—Л., 1948, стр. 49. 

2 Э Кольман. Бернард Больцано. хѴ\ , Изд-во АН СССР, 1955. Прило¬ 
жение I, стр. 174—175. Определение Больцано следует дополнить: надо рас¬ 
сматривать |/(х+ш)—/(*)]. 

3 О. Л. К о ш и Алгебраический анализ, пер с франц СПб, 1864, стр 33 

4 Т а м же. 


192 





матиков о разрывных функциях рассеяли все сомнения, которые 
еще связывались с природой этих функций *. Точное различие 
между точками разрыва первого и второго рода и, соответствен¬ 
но этому, их прямые определения вошли в практику математиче¬ 
ских исследований во второй половине XIX века. 

Наконец, в связи со всем этим выяснилось, что не всякая не¬ 
прерывная функция является вместе с тем и дифференцируемой. 
Первый пример непрерывной функции, не имеющей производной 
в каждой точке, дал Больцано 1 2 , однако его пример в свое вре¬ 
мя остался математикам неизвестным. Во второй половине XIX 
века пример такого рода функции построил Вейерштрасс 3 . Ло¬ 
бачевский дал точные определения непрерывности и дифферен¬ 
цируемости функции и подчеркнул различия между этими поня¬ 
тиями 4 . 

Таким образом, можно сказать, что в первой четверти XIX ве¬ 
ка классический математический анализ становится наукой о 
всех возможных видах функций действительного переменного в 
их общем виде. Коренному изменению подвергся не только объ¬ 
ект математического анализа; произошли коренные изменения и 
в методах изучения функций. 

Как уже указывалось, развитие понятия интеграла и разра¬ 
ботка техники его вычислений показали, что определенный инте¬ 
грал (двойной, тройной, интегралы по поверхности, несобственные 
интегралы) необходимо обосновывать самостоятельно, независи¬ 
мо от понятия неопределенного интеграла. В связи с этим возник 
вопрос о существовании пределов интегральных сумм, слагаемые 
которых были бы бесконечно малыми. В первой четверти XIX ве¬ 
ка понятие бесконечно малой оказалось необходимым и для изу¬ 
чения и сопоставления свойств непрерывных и разрывных функ¬ 
ций. «Между многими понятиями, — указывал Коши, — тесно 
связанными со свойствами бесконечно малых, 
следует поместить понятие о непрерывности и прерывности 
функций» 5 . Тут же Коши дает истолкование непрерывности 
функции, которое более чем ясно подтверждает правильность 
этого его утверждения. 

Новая постановка задач обоснования математического анали¬ 
за ясно показывала, что дело не только в признании и примене¬ 
нии бесконечно малых — это делали и раньше! — но прежде все¬ 
го в научном истолковании их содержания и основанном на этом 
использовании их в алгоритмах математического анализа. 


1 Б 1 Ь г і. Мёшоігез сіе таіЬётаІк|ие$. Вегііп, 1835, стр. 171, 

2 См.: «Успехи математических наук». 4 2(30), 1949; Э. Кольман, Бер¬ 
нард Больцано. М., Изд-во АН СССР, 1955. Приложение II. 

3 Функция Вейерштрасса рассматривается во всех достаточно полных кур¬ 
сах анализа. 

4 См.: Н. И. Лобачевский. Об исчезании тригонометрических строк. 
«Ученые записки Казанского университета», кн. II, 1834, стр. 184. 

5 О. Л. Коши. Алгебраический анализ, пер. с франц. СПб., 1864, стр. 32. 
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Однако, чтобы это сделать, надо было преодолеть господствовав¬ 
шее в XVIII веке узкое толкование понятия предела, разработать 
общую теорию пределов. Получение основополагающих резуль¬ 
татов связано здесь с именем Коши. 

Изучение разрывных функций и сопоставление их с функция- 
ми непрерывными заставило признать то, что ранее считалось 
невозможным: что п р е де л, к кото р о м у стремится по¬ 
следовательность значений функции, при 
стремлении аргумента к некоторой точке мо¬ 
жет оказаться отличным от значения функ¬ 
ции в этой точке 1 . Значит, предел не всегда является 
«последним» значением переменной, но во всех случаях предел 
есть число, к которому переменная приближается неограничен¬ 
но. Следовательно, йх и сіу не необходимо нули или мистические 
актуально бесконечно малые; бесконечно малая — это пере¬ 
менная, имеющая пределом нуль, причем факт этот с противо¬ 
речиями и парадоксами не связан. 

Коши преодолел и вторую ограничительную тенденцию в при¬ 
нятой до него трактовке понятия предела. Он признал, что пере¬ 
менная может приближаться к своему пределу не только моно¬ 
тонно, но и колеблясь, порой принимая значения, равные ее пре¬ 
делу. Как справедливо отметил Н. Н. Лузин, это обстоятельство 
придало теории пределов Коши необходимую общность и исклю¬ 
чительную гибкость. 

Что позволило Коши сделать этот исключительно важный 
шаг? Ответ, конечно, надо искать прежде всего в своеобразии тех 
предельных процессов, с какими приходилось встречаться в кон¬ 
це XVIII и начале XIX века в точных науках, особенно в мате¬ 
матической физике. В математическом анализе к числу таких 
процессов надо в первую очередь отнести отыскание пределов 
различного вида интегральных сумм и нахождение сумм функ¬ 
циональных рядов, особенно тригонометрических. 

Выполненное Коши обобщение теории пределов Ньютона— 
Даламбера позволило ему дать понятию бесконечно малого 
реальное истолкование и подвести под алгоритм Лейбница — 
Ньютона достаточный научный фундамент. Благодаря этому Ко¬ 
ши смог подвести научный фундамент под учение о непрерывнос¬ 
ти и разрывах функций, обосновать дифференциальное исчисле¬ 
ние и, что особенно важно, развить начала научной концепции 
определенного интеграла. 

В процессе таких исследований Больцано, Коши, Лобачев¬ 
ский, Дирихле, а вслед за ними и другие передовые математики 
первой половины XIX века по-новому подошли к истолкованию 
строгости математических доказательств, в первую очередь дока¬ 
зательств утверждений математического анализа. 

1 См. по этому вопросу: Э. П и к а р. О развитии за последние сто лет не¬ 
которых основных теорий математического анализа. Харьков, 1912. 
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Больцано установил, что свойства непрерывных функций при¬ 
сущи и некоторым разрывным функциям. Он построил функцию 
Р{х), которая принимает на сегменте [а, Ь] все значения между 
Р(а) и Р(Ь) У но на этом сегменте не является непрерывной. Су¬ 
ществуют вместе с тем разрывные функции, которые таким свой¬ 
ством не обладают. Значит, подобные свойства нельзя включать 
в общее определение функции, как это изредка делали в XVIII 
веке. Их справедливость для непрерывных функций должна 
быть доказана строго логически, причем в основу доказательств 
должно быть положено точное определение непрерывности функ¬ 
ции, фиксирующее существенные различия непрерывных функ¬ 
ций от функций разрывных. В общем все утверждения математи¬ 
ческого анализа, даже «совершенно очевидные», необходимо 
доказывать аналитически, в общем виде, с точным описанием ус¬ 
ловий их действия. Борьбу за такое обоснование математического 
анализа вели Больцано, Коши, Лобачевский и другие. «Если мы 
возвратимся к функциям, взятым во всей их общности,— писал 
Э. Пикар, — то быстро замечается необходимость установить с 
чрезвычайной старательностью некоторые теоремы, более или ме. 
нее очевидные для обычно встречающихся функций. Это признал 
уже Коши в своем Апаіузе аІдёЬгіцие» ] . 

Больцано и Коши превосходно учитывали, что такого же ро¬ 
да требования надо предъявлять и к любому алгоритму матема¬ 
тического анализа 

Развитие теории функций комплексного переменного побуди¬ 
ло Коши присоединить к этим заключениям требование называть 
в условиях переменные, о которых идет речь, так как иначе мож¬ 
но прийти к ошибочным заключениям. Так, Коши указывал 
(«Алгебраический анализ», гл. VIII), что если а — целое число, 
то функция х° обладает одними и теми же свойствами как при 
вещественных, так и при комплексных значениях х. Например, 
если а, Ь, с — целые числа, то всегда х а >х ь >х с =х а+ь+с . В против¬ 
ном случае эта формула сохраняет силу для комплексного х 
лишь тогда, когда вещественная часть х больше нуля. 

«Во введении, предшествующем моему «Апаіузе аІ&ёЬгіцие», 
я указал, — писал Коши, — насколько важно было придать мето¬ 
ду анализа всю строгость, требуемую в геометрии, с тем чтобы 
никогда не прибегать к доводам, извлеченным из общности ал¬ 
гебры. Я прибавил, что доводы такого рода клонились к тому, 
чтобы приписывать алгебраическим формулам неопределенную 
область действия, между тем как в действительности большинст¬ 
во из них имеет силу лишь при известных условиях и для некото¬ 
рых значений входящих величин. Я заметил, что установление та¬ 
ких условий и значений, влекущее за собой счастливую необхо¬ 
димость точного фиксирования смысла различных обозначений и 

1 См * Э Пикар О развитии за последние сто лет некоторых основных 
теорий математического анализа Харьков 1912, стр. 18. 
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введения ограничений, полезных для слишком общих утвержде- 
ний, обращалось на пользу анализа» *. 

Как указывалось, математики XVIII века не имели достаточ¬ 
ных оснований сомневаться в существовании пределов, которые 
они вычисляли. Отсюда их «пренебрежение» к основным теоре¬ 
мам математического анализа—теоремам существования. Со¬ 
вершенно иным оказалось положение вещей в первой половине 
XIX века. Необходимость обоснования математического анализа 
во всей общности и особенно задача изучения функций во всех 
их возможных проявлениях и взаимосвязях (функции непрерыв¬ 
ные и разрывные и их основные свойства; существование произ¬ 
водных функций; существование интегралов от непрерывных и 
разрывных функций; сходимость и расходимость несобственных 
интегралов) выдвинули теоремы существования на первое место. 

«Я счел за нужное, — указывал Коши, — доказать в инте¬ 
гральном исчислении существование интегралов или первооб¬ 
разных функций, прежде нежели исследовать их различные 
свойства. Для сего надлежало дать понятие об интегралах, взя¬ 
тых между данными пределами, или об определенных интегра¬ 
лах. Мо так как последние могут быть в некоторых случаях ве¬ 
личины бесконечные или неопределенные, то необходимо было 
разыскать условия, при которых сии самые интегралы имеют од¬ 
ну величину, конечную и совершенно определенную» 1 2 , т. е. воз¬ 
ник вопрос о критериях существования (сходимости) несобствен¬ 
ных интегралов. 

Теоремы существования (критерии существования предела 
переменной) оказались существенно необходимыми и для обоб¬ 
щенной теории пределов. 

Если переменная изменяется непрерывно и монотонно, то при¬ 
нимаемое ею множество значений есть интервал, а предел — его 
правая или левая точка. Как говорил Н. Н. Лузин , в этом слу¬ 
чае предел является «оптическим»: он виден глазом. Если же 
снять эти ограничения, допустить прерывное и, главное, колеблю¬ 
щееся приближение переменной к ее пределу, то, вообще говоря, 
предел теряется; он «глубоко спрятан среди значений, принимае¬ 
мых переменной» 3 . В связи с этим возникает вопрос: при выпол¬ 
нении каких условий переменная имеет предел? Известно, что и 
этот вопрос полностью решил Коши. Он доказал, что последова¬ 
тельность х и х 2у ..., х„, ... имеет предел тогда и только тогда, ког¬ 
да для всякого положительного е, как угодно малого, можно най- 


1 Цит. по статье: Л. П. ІО ш к е в и ч. Об определенном интеграле Коши. 
«Труды Института истории естествознания АН СССР», т. I, 1947, стр. 401. 

2 О. Л. К о ш и. Краткое изложение уроков о дифференциальном и инте¬ 
гральном исчислении, пер. с франц. В. В. Буняковского. СПб., 1831, предисло¬ 
вие, стр. 4. 

3 Н. Н. Л у з и и. Ньютонова теория пределов. Сб. статей «Исаак Ньютон 
(1643—1727)». М.—Л., Изд-во АН СССР, 1943, стр. 65 и след. 
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ти такое натуральное число п , что для любого натурального чис¬ 
ла т 

1 Хп-\ т | 

Эта теорема в классическом математическом анализе играет 
фундаментальную роль. 

Когда стали разрабатывать новую теорию пределов, понятие 
ряда, ранее не расчленяемое на ряды сходящиеся и расходящие¬ 
ся, получило по этим признакам основное подразделение. Благо¬ 
даря этому удалось установить точное понятие суммы ряда и 
направить по правильному пути разработку теории числовых и 
степенных рядов. В дальнейшем, в связи с разработкой проблем 
теории тригонометрических рядов, было установлено, что сходя¬ 
щиеся числовые ряды распадаются на два вида — абсолютно и 
условно сходящиеся ряды (Дирихле, Риман). По основным свой¬ 
ствам абсолютно сходящиеся ряды сходны с конечным сумма¬ 
ми; их можно перемножать и переставлять в них члены. Услов¬ 
но сходящиеся ряды существенно отличаются от них; Риман 
доказал, что в любом условно сходящемся ряде можно так пере¬ 
ставить его члены, что вновь полученный ряд будет иметь сум¬ 
мой наперед заданное число; можно также добиться того, чтобы 
новый ряд оказался расходящимся 1 . Следовательно, алгоритмы, 
основанные на свойствах конечных сумм, можно относить только 
к абсолютно сходящимся рядам. К первой четверти XIX века 

относится открытие Коши функции у=е х \ для которой можно 
составить ряд Маклорена, сходящийся при всяком х у но который 
сходится всюду к нулю, а не к этой функции. Тем самым была 
доказана ошибочность исходного положения Лагранжа, сделан¬ 
ного им при попытке обосновать дифференциальное исчисление 
на базе теории степенных рядов 2 .) Особую роль сыграли иссле¬ 
дования по тригонометрическим рядам (Дирихле, Риман, Лоба¬ 
чевский и другие). Благодаря им начала создаваться общая тео¬ 
рия функциональных рядов, включившая теорию степенных ря¬ 
дов как частный случай. 

Такого рода факты заставили математиков отказаться от не¬ 
обоснованного, чисто формального перенесения основных поня¬ 
тий и свойств конечных сумм на все бесконечные ряды и помог¬ 
ли им разработать научные принципы теории рядов, базирую¬ 
щиеся на теории пределов. 


1 Зависимость суммы условно сходящегося ряда от порядка следования 
его членов впервые отметил Дирихле. См : Вегііпег АЬЬ 1837, стр. 48, и Лоиг- 
паі (1е МаІ.Ь., IV, 1839, стр. 397. Риман доказал свою теорему в 1853 году в 
работе «О возможности представления функции посредством тригонометриче¬ 
ского ряда». См.: Б. Риман, Сочинения. М.—Л., Гостехиздат, 1948, стр. 
225—261. 

2 Лагранж пытался доказать, что всякая функция допускает, вообще гово¬ 
ря, разложение в степенной ряд. 
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Эти же факты помогли математикам первой половины XIX 
века понять, почему математики XVIII века не смогли сделать в 
теории рядов то, что удалось сделать им. Так, сопоставив свой¬ 
ства абсолютно и условно сходящихся рядов, Риман заметил: 
«Только к рядам первого класса применимы законы конечных 
сумм; только эти ряды могут быть в подлинном смысле рассмат¬ 
риваемы как сумма всех своих членов; о рядах же второго клас¬ 
са того же сказать нельзя, — обстоятельство, упущенное из ви¬ 
ду математиками прошлого столетия, вероятно, по той причине, 
что ряды, расположенные по возрастающим степеням перемен¬ 
ной, вообще говоря (т. е. для всех значений переменной, кроме 
некоторых отдельных), принадлежат к первому классу» 1 . 

Описанный выше процесс изменения содержания и коренного 
преобразования методологии математического анализа и теории 
рядов в общих чертах был присущ большинству математических 
дисциплин первой половины XIX века. В связи с этим в первой 
половине XIX века создается, а во второй получает всеобщее 
признание новый идеал строгого обоснования математической 
теории, сводящийся к трем требованиям: 

1) не считать невозможным то, что кажется парадоксальным. 
Гаусс писал: «Мы не можем смешивать того, что нам кажется 
неестественным, с абсолютно невозможным» 2 ; 

2) изучать все возможности, какие представляет предмет ис¬ 
следования и соответственно этому развивать общие теории; 

В первой половине XIX века этот принцип становится руково¬ 
дящим началом исследований почти всех ведущих математиков; 

3) прежде чем задаваться вопросом о зависимости, сущест¬ 
вование которой остается неизвестным, следует поставить воп¬ 
рос, возможна ли в действительности такая зависимость (Абель). 

Во второй четверти XIX века обычные комплексные числа 
нашли широкое применение в теории функций и даже в теории 
чисел. В то же время разработка проблем я-мерной геометрии и 
методов математической физики потребовала дальнейшего обоб¬ 
щения понятия числа, перехода к нового вида комплексным чис¬ 
лам с п основными единицами. Комплексные и гиперкомплекс¬ 
ные числа стали представителями исследуемых реальных вели¬ 
чин— векторов в пространстве Я п ; ответ на задачу, выраженный 
комплексным или гиперкомплексным числом, имел в этой облас¬ 
ти объективный смысл. Объявлять комплексные (и гиперкомп¬ 
лексные) числа «ложными», «воображаемыми», «мнимыми», как 
это делали математики XVII—XVIII веков, стало невозможным. 

Арифметика комплексных и гиперкомплексных чисел показа¬ 
ла далее, что переход к новой, более широкой области чисел свя¬ 
зан, во-первых, с необходимостью обобщать определения дейст- 

1 Б. Риман. Сочинения. М—Л, Гостехиздат, 1948, стр. 232—233. 

2 Цнт. по кн/ В Ф. К а г а и. Лобачевский. М —Л , Изд-во АН СССР, 
1944, стр. 145. 
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вий, данных для исходной области чисел, и, во-вторых, сопро¬ 
вождается потерей некоторых свойств, присущих числам исход¬ 
ной области чисел. При переходе от действительных к комплекс¬ 
ным числам пришлось отказаться от связывания их знаками >, 
С. В арифметике кватернионов стало необходимо дополнитель¬ 
но отказаться и от закона переместительности умножения. Зако¬ 
ны счета — исторически самые стойкие, а потому в понимании 
математиков XVII—XVIII веков составляющие основу «неизмен¬ 
ной сущности» понятия числа — оказались законами с 
ограниченной областью действия. 

Метафизическое разделение чисел на «реальные» и «вообра¬ 
жаемые», требование строить учение о числах на обычных опре¬ 
делениях арифметических действий, чисто формальное подведе¬ 
ние новых чисел под все законы чисел известных — все это ока¬ 
залось окончательно дискредитированным. 

Эти факты (с учетом общих тенденций развития способов 
обоснования математики) показали, что для обоснования ариф¬ 
метики какого угодно вида чисел, объективность которых уже до¬ 
казана, достаточно перечислить ее основные понятия, определе¬ 
ния и посылки, выяснить, какие законы счета выполняются в обо¬ 
сновываемой области чисел, а все остальные ее утверждения по¬ 
лучить в результате дедукций. На этом пути удалось обосновать 
арифметики целых, рациональных, комплексных и гиперкомп¬ 
лексных чисел. Арифметика натуральных и арифметика действи¬ 
тельных чисел получили достаточное обоснование во второй по¬ 
ловине XIX века. 

В тесной связи с обобщением понятия числа и с новыми спо¬ 
собами обоснования учения о числе находится возникновение ис¬ 
ходных идей «формальной» алгебры. Этими идеями математика 
обязана Пикоку, Гамильтону, А. де Моргану, Грегори и Ган- 
келю. 

В геометрии были сделаны открытия, имеющие для разработ¬ 
ки ее оснований фундаментальное значение. 

Лобачевский и Бойяи открыли неевклидову геометрию. Пон- 
селе разработал проективную геометрию, Грассман — геометрию 
ц-мерных пространств. Принципы этих геометрических теорий 
существенно отличаются от посылок «Начал» Евклида. В геомет¬ 
рии Лобачевского место аксиомы параллельности Евклида зани¬ 
мает обобщенная аксиома параллельности, согласно которой 
угол параллельности может быть не только равен, но и меньше 
90°. 

Эти новые геометрические теории показывали, что абсолюти¬ 
зация геометрии Евклида как единственно возможного учения о 
реальном пространстве лишена оснований, что только все геомет¬ 
рические теории могут дать и действительно дают все более 
точное описание свойств пространства в целом. Эти же факты 
выявили и несовершенство принципов «Начал» Евклида. 
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Однако в первой половине XIX века неевклидова геометрия 
признания не получила. Проективная геометрия была разработа¬ 
на Понселе как надстройка над геометрией Евклида; ее более 
общее содержание и специфика ее принципов были осознаны во 
второй половине XIX века. Г. Грассман развил свое учение на 
рубеже середины XIX века. Благодаря этому указанные выводы 
получили впоследствии широкое признание. 

Вот еще один результат, имеющий фундаментальное значение 
для обоснования математики. Математики XVII—XVIII веков 
пытались доказать, что всякое уравнение пятой степени разреши¬ 
мо в радикалах. В 1827 году Абель доказал, что это невозможно. 
Поскольку все же существуют уравнения пятой, шестой и других 
степеней, разрешимые в радикалах, естественно возникал вопрос: 
как охарактеризовать класс уравнений данной степени, которые 
допускают решение в радикалах? Этот вопрос имел и практиче¬ 
ское значение. Как показали Эйлер и Даламбер, интегрирование 
линейных дифференциальных уравнений п-то порядка с постоян¬ 
ными коэффициентами сводится к нахождению корней алгебраи¬ 
ческого уравнения п -й степени. Такие дифференциальные уравне¬ 
ния являются математическим аппаратом теории колебаний. Что¬ 
бы решить указанный выше вопрос, Э. Галуа построил особый 
математический аппарат, в котором главная роль отводится по¬ 
нятию группы Г Выяснилось, что под понятие группы подходят 
различные области объектов, благодаря чему оно находит плодо¬ 
творное применение в различных математических дисциплинах. 
Оказалось также, что понятие группы обнаруживает свою дейст¬ 
венность наилучшим образом, когда его теория обосновывается 
абстрактно, независимо от описания природы объектов, отноше¬ 
ния которых ею описываются. Впервые все эти факты отчетли¬ 
во осознал и описал Кэли в 1854 году; этот год поэтому считают 
годом начала абстрактной теории групп. 

Понселе установил, что положения проективной геометрии, 
как и утверждения теории групп, допускают различные истол¬ 
кования; значит, их содержание не зависит от частных свойств 
рассматриваемых объектов, а только от общей структуры их 
взаимных отношений. 

Многовековое убеждение математиков в наличии неразрыв¬ 
ной связи между содержательными (по сути, описательными) 
определениями математических понятий и доказательствами от¬ 
носящихся к ним теорем более всего опиралось на геометрию 
Евклида. В «Началах» теоремы являются описаниями свойств 
только тех фигур, какие описаны Евклидом в его определениях. 
Геометрия Лобачевского особенно отчетливо показала, что это 
убеждение математиков не имеет под собой реальных основа- 

1 См.: Э. Галуа. Сочинения. М.—Л., ОНТИ 1963, и предисловие к этой 
книге, написанное Н. Г. Чеботаревым. 
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нин. Прямые Евклида и прямые Лобачевского качественно раз¬ 
личны; следовательно, различны и треугольники, которые мож¬ 
но из них построить. Рассуждая по-старому, было естественно 
предполагать, что и все относящиеся к ним теоремы будут иметь 
различное содержание. Однако в обеих геометриях внешний 
угол треугольника больше каждого внутреннего, с ним не смеж¬ 
ного угла, против большей стороны лежит и больший угол и т. п. 
Как объяснить этот «парадоксальный» факт? Придерживаясь 
традиционных взглядов, объяснить его было невозможно. 

Причину этого факта надо было искать не в особенностях и 
различиях треугольников Евклида и Лобачевского, а в том 
их общем, что описано в одинаковых аксиомах обеих геометрий. 

Таким образом, геометрия Лобачевского, проективная гео¬ 
метрия и теория групп, по сути, показывали, что основные по¬ 
нятия и положения каждой математической теории, а значит, и 
следствия из них допускают многие реальные истолкования, или, 
как теперь принято говорить, различные интерпретации. 
Но в первой половине XIX века факт этот был осознан частично 
и с некоторым успехом использован в проективной геометрии,в 
теории групп, учении о числе и алгебре (например, при обосно¬ 
вании арифметики комплексных чисел при помощи пар действи¬ 
тельных чисел). Иначе говоря, первые результаты на пути полу- 
формализации математики были получены во второй четверти 
XIX века *. Полное признание этого факта, как характерного 
для нового этапа развития математики в целом, и соответству¬ 
ющее его использование относится примерно к последней чет¬ 
верти XIX века. Немалую роль при этом сыграла теория мно¬ 
жеств, истоки которой тоже относятся к первой половине 
XIX века * 2 . 

Под влиянием всех этих фактов в первой половине XIX века 
предпринимаются попытки расширить традиционное определе¬ 
ние предмета математики как науки только о величинах и их 
измерении. Например, для Пуансо математика — это наука о 
свойствах чисел, величинах и порядке 3 . Больцано и Грассман 
считали, что традиционная трактовка предмета математики не 
охватывает ее содержание в целом: например, оно неприложимо 
к учению о сочетаниях. Для Грассмана математика — учение о 
формах, однако геометрия к математике не принадлежит 4 . 


*См. в этом связи: Е. \Ѵ. В е ІЬ. Ьез Іопсіетепіз Іо^Циез с!е$ шаіНё- 
таІЦиез. Рагіз, 1950, стр. 34. 

2 См.: А. Н. Колмогоров. Математика. БСЭ, 1-е изд., т. 38. 

3 См : М. Р о і п з о 1. Размышления об основных положениях теории чисел. 
«Сборник научно-популярных статен по основаниям арифметики», под ред. 
Н. Парфентьева Казань, 1906. 

4 См. сб.: «Новые идеи в математике». СПб., 1913, № 1. В этом сборнике 
опубликован перевод введения к основной работе Г. Грассмана, в котором из¬ 
лагаются его взгляды на предмет математики. 
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В 1854 году Дж. Буль подчеркивал, что «в природе математики не 
заложена необходимость заниматься идеями числа и величины» 1 . 

* А Л 


Итак, разработанные в первой половине XIX века способы 
обоснования и методы математики позволили математикам пере¬ 
строить математический анализ, алгебру, учение о числе и отча¬ 
сти геометрию в соответствии с требованиями новой методологии. 
Новая методология математики способствовала преодолению 
кризиса ее основ и создала для нее широкие перспективы даль¬ 
нейшего развития. 

История разработки способов обоснования математики в 
XVIII и первой половине XIX века подтверждает правильность 
наших выводов о закономерностях их развития (см. выше, ч. I, 
гл. II). 

Сущность процесса борьбы за обобщение и уточнение спосо¬ 
бов обоснования математики раскрывается ленинскими характе¬ 
ристиками процесса познания. 

«Познание, — писал В. И. Ленин, — есть отражение челове¬ 
ком природы. Но это не простое, не непосредственное, не цель¬ 
ное отражение, а процесс ряда абстракций, формирования, об¬ 
разования понятий, законов еіс, каковые понятия, законы еіс 
(мышление, наука = «логическая идея») и охватывают условно, 
приблизительно универсальную закономерность вечно движу¬ 
щейся и развивающейся природы... Человек не может охва¬ 
тить = отразить = отобразить природы всей, полностью, ее «непо¬ 
средственной цельности», он может лишь вечно приближаться к 
этому, создавая абстракции, понятия, законы, научную картину 
мира и т. д. и т. п.» 2 . 

«Совокупность всех сторон явления, действительности и их 
(взаимо) отношения — вот из чего складывается истина» 3 . 


Глава третья 

РАЗРАБОТКА СПОСОБОВ ОБОСНОВАНИЯ МАТЕМАТИКИ 
В ПОСЛЕДНЕЙ ЧЕТВЕРТИ XIX И НАЧАЛЕ XX ВЕКА 

1. Исторические предпосылки развития теории множеств 

Для чего математике последних десятилетий XIX века по¬ 
требовалось общее учение о множествах, органически связанное 
с понятием актуальной бесконечности? Г. Кантор ответил на 
этот вопрос так: «...для обоснования арифметики действитель- 


1 О. Вооіе. Соііесіесі Іодісаі ѵогк$, ѵ II СНісаро—Ьоп<іоп, 1916, рр. 13. 

2 В И. Л е н и н. Поли. собр. соч , т. 29, стр. 163—164. 

8 Т а м же, стр. 178. 
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ных чисел, для доказательства фундаментальных теорем мате¬ 
матического анализа и теории тригонометрических рядов» 

Г Кантор указывал также, что идеи и методы общего учения о 
множествах являются действенными орудиями отыскания новых 
математических фактов и развития новых математических тео¬ 
рий. В этой связи он счел возможным утверждать, что для ма¬ 
тематики понятие актуальной бесконечности существенно необ¬ 
ходимо. 

В наше время различные математические школы (в СССР 
школа А А Маркова) интенсивно развивают конструктивную 
математику, одним из исходных пунктов которой является от¬ 
каз от понятия актуальной бесконечности. Существенными ком¬ 
понентами конструктивной математики являются арифметика 
действительных чисел и математический анализ, развиваемые, 
конечно, без использования понятия актуальной бесконечности. 
Следовательно, тезис Кантора о существенной необходимости 
для математики понятия актуальной бесконечности вряд ли 
можно назвать бесспорным. Пожалуй, правильнее сказать, что 
он отражает — в некоторой мере даже абсолютизирует — ту ве¬ 
дущую роль, какую стала играть в математике теория множеств 
с конца XIX и начала XX века 

Утверждения Кантора вместе с тем не лишены интереса; они 
выделяют три основных источника общего учения о бесконечных 
множествах 

Восходящая к Коши концепция основ математического ана¬ 
лиза и теории рядов способствовала во многом преодолению 
кризисного состояния, в каком находились эти разделы матема¬ 
тики в XVIII и начале XIX века Вместе с тем она не была до¬ 
статочно завершенной по содержанию и по внутренней логике 
своего построения В ней самой вскоре были поставлены проб¬ 
лемы, порой крайне сложные, без решения которых было не¬ 
возможно дальнейшее развитие математического анализа и тео¬ 
рии рядов Если обратить внимание на методологический аспект 
этих проблем, то без труда можно обнаружить, что они подраз¬ 
деляются на два существенно различных вида Разработка 
проблем первого вида могла быть осуществлена средствами 
концепции Коши с помощью понятия потенциальной бесконеч¬ 
ности, без привлечения идеи актуальной бесконечности. Разра¬ 
ботка проблем второго вида потребовала выхода за рамки кон¬ 
цепции Коши, привлечения идеи актуальной бесконечности. 


1 О С а п I о г ОезаттеИе АЬЬапсІІипдеп таІЬетаІізсЬеп ипсі рМозорЬі- 
зсЪеп ІпНаІІз Вегііп, 1932, 372 См также сб «Новые идеи в математике», 
под ред А В Васильева, VI СПб, 1914 В этом сборнике опубликованы в 
русском переводе три статьи Г Кантора, в которых он неоднократно останав¬ 
ливается на значении общего учения о множествах для математики См стр 
4. 14. 34—45, 45—53, 61, 98, 114, 132, 133 В дальнейшем выпуск VI сборника 
«Новые идеи в математике» кратко обозначается НИМ 
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Вот примеры проблем первого вида. Коши считал, что если 
на сегменте [а, Ь] функции ио(х) у и х (х ), ..., и п {х), ... определены 
и непрерывны, а ряд ио(х) +іі\ (х) +... + и п (х) + ... сходится в 
каждой точке [а, Ь], то и его сумма 5(х) будет функцией, непре¬ 
рывной на этом сегменте. Коши пытался доказать теорему: 
«Уравнение 8 = и 0 + иі + ... + « п + ... и т. д., в котором «о, Иь •••* 
и п , ...— функции переменной х , непрерывные на сегменте [хо, х ] 
необходимо доставляет и следующее уравнение: 




• • • 



х ...» 


Мнение Коши о достаточных условиях непрерывности функ¬ 
ции 5 (х), равно как и сформулированная им теорема, неверны. 
Это установили Л. Зейдель и Дж. Стокс в 40-х годах XIX века. 
Рассмотрим ряд: 


1+х 


+ 


(I х 1 2 ) 2 


... + 


(1 + А 2 )" 


••• 


Все члены этого ряда — функции непрерывные на всей оси х; 
для любого х этот ряд сходится абсолютно. Тем не менее его 
сумма не является непрерывной функцией; при хфО она равна 
единице, при х = 0 равна нулю. 

Ряд, /і-й член которого есть 

и п (х) — \п\ 1 — х)х п — (п — I) 2 ( 1 — х)х п ~ х \, 


сходится на сегменте [0,1], и сумма его 5(х)=0 для любого х\ 
члены ряда — функции непрерывные на [0,1]. Если проинтегриро- 
ровать этот ряд почленно в пределах от 0 до 1, то полученный 
числовой ряд будет сходящимся и сумма его равна единице. 
Вместе с тем 


і 



о 


Л. Зейдель, Дж. Стокс и К. Вейерштрасс выяснили причины 
этих «парадоксальных» фактов. Они доказали, что достаточным 
условием непрерывности суммы сходящегося ряда функций, оп¬ 
ределенных и непрерывных на некотором сегменте [а, Ь] у является 
требование равномерной сходимости этого ряда на сегменте 
[а, Ь]. Сформулированная выше теорема Коши о почленном интег¬ 
рировании функционального ряда также будет справедливой, ес¬ 
ли ее условие пополнить требованием равномерной сходимости 
исходного ряда на сегменте [х 0 , х]. Если функции йо(*)> и\(х) ..., 


1 О. Л. К о ш и. Краткое изложение уроков о дифференциальном и интег¬ 

ральном исчислении, пер. с франц. В. Буияковского. СПб., 1831. Урок сороко¬ 
вой. Интегрирование посредством строк, стр. 221—222. 
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Нпнепрерывны на сегменте [а, Ь], но ряд и 0 (л:) + и { (х) + ...+ 
+ и п (х) + ... сходится на этом сегменте неравномерно, то его сум¬ 
ма может иметь на этом сегменте точки разрыва. При этих же 
условиях почленное интегрирование функционального ряда так¬ 
же не всегда законно. Именно таковы приведенные выше два 
примера. 

Понятие равномерной сходимости функционального ряда по¬ 
зволило развить и уточнить принципы теории функциональных 
рядов. Вместе с тем оно было обосновано в рамках концепции 
Коши. Действительно, по определению, ряд ио{х) +и\(х) + ...+ 
+ и п (х) -к.., сходящийся в каждой точке сегмента [а, Ь], называет¬ 
ся равномерно сходящимся на этом сегменте, если для каждого 
числа е>0 существует такой не зависящий от х номер N. 
что при п>N неравенство |$ п (*)—5(л;)|<е, или |г п (л:)|<е вы¬ 
полняется од н о в р е м ен н о для всех х из [а,Ь] 1 . 

В рамках концепции Коши были впоследствии развиты поня¬ 
тия равномерной непрерывности функции, учение о сходимости 
в среднем и т. п. 

Рассмотрим теперь примеры проблем второго вида. 

Развитая Коши концепция основ математического анализа, 
строго говоря, содержала логический круг. Коши обобщил поня¬ 
тие предела и доказал критерий сходимости числового ряда, опи¬ 
раясь на арифметику действительных чисел. Вместе с тем он оп¬ 
ределил иррациональное число как «предел различных дро¬ 
бей, которых значение более и более приближается к нему» 2 . 
Этот дефект привлек внимание математиков. Чтобы его преодо¬ 
леть, были предприняты попытки построить арифметику действи¬ 
тельных чисел без использования в ней понятия предела. Эти ис¬ 
следования велись по двум различным направлениям. 

Некоторые математики пытались обосновать арифметику дей¬ 
ствительных чисел путем известной арифметизации теории про¬ 
порций Евдокса—Евклида. Используя понятие величины во¬ 
обще— без его точного определения — и определив 

У X 

пропорцию ~у — ~ между попарно однородными величинами 
так, как это сделал Евклид в пятой книге своих «Начал», эти 


математики называли иррациональным числом отношение 



когда У и у несоизмеримы, а х—\. Затем они старались опреде¬ 
лить арифметические действия с действительными числами, 
также следуя основным идеям Евдокса — Евклида 3 . 


1 Здесь 5 (х), $ п (*) и г п(х) обозначают, как обычно, сумму, частную 
сумму и остаток ряда. 

2 О. Л. К о ш и. Алгебраический анализ, пер. с фраиц, 1864, стр. 4. 

Б и 1і а пі е 1, Еіёшепіз сіе саісиі іпПпйёзішаІ, есі. 2. Рагіз, 1861, р. 20 

3 См., например: Л М. С. В а г і е 1 з. Ѵогіезип^еп йЬег гпаІНешаІізсЬе Апа- 
Іузіз, Всі. 1. Оограі. 1833, стр. 3—4; М. Д юга мель. Основания исчисления 
бесконечно малых, т. I, нер. с первого франц. издания. Воронеж, 1871. «Осно¬ 
вания» Дюгамеля были опубликованы впервые во Франции в 1847 году. 
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Этот способ построения арифметики действительных чисел не 
мог удовлетворить математиков, считавших, что математический 
анализ необходимо строить на учении о числе без привнесения в 
последнее чуждых ему понятий. Кроме того — и это, конечно, 
имело решающее значение, — так построенная теория 
действительных чисел не давала математиче¬ 
скому анализу аппарата для исследования 
явлений на прямой. Благодаря этому с ее помощью нельзя 
было доказать основные теоремы математического анализа и 
разработать его исчисления и алгоритмы. 

Рихард Дедекинд был, по-видимому, одним из первых мате¬ 
матиков, ясно представлявших недостатки очерченной выше кон¬ 
цепции арифметики действительных чисел. В 1858 году он разра¬ 
ботал свой вариант арифметики действительных чисел, который, 
однако, был им опубликован лишь в 1872 году 1 . 

Дедекинд считал необходимым строить арифметику действи¬ 
тельных чисел только на основе арифметики рациональных чи¬ 
сел, притом так, чтобы множество всех действительных чисел об¬ 
ладало непрерывностью, какая присуща множеству точек евкли¬ 
довой прямой. В этом случае множество действительных чисел и 
множество точек прямой будут подобны, арифметика действи¬ 
тельных чисел станет действенным аппаратом исследований яв¬ 
лений на прямой, что и откроет путь к построению строгой тео¬ 
рии пределов и доказательству основных теорем математического 
анализа. 

Известно, что все эти задачи Дедекинд решил полностью, ис¬ 
толковав множество всех возможных сечений во множестве ра¬ 
циональных чисел как действительные числа и определив для 
них соответствующим образом отношения >, —, <, а также 
операции +, —, X, 

Множество всех возможных сечений во множестве рациональ. 
ных чисел — это бесконечное множество, данное всеми 
своими элементами, согласно законам их «об¬ 
разования». Поскольку оно по структуре должно было быть 
точной копией множества точек прямой, последнюю также 
было необходимо считать состоящей из бес¬ 
численного множества точек, данного всеми 
своими элементами. 

В 1872 году Г. Кантор опубликовал мемуар о тригонометри¬ 
ческих рядах. В одном из его разделов Кантор изложил разра¬ 
ботанный им вариант арифметики действительных чисел, отлич- 


1 См.: К ОесіекІп<1. $1еіі^кеіі ипсі іггаііопаіе 2аЫеп. ВгаипзсЬ^еід, 
1872. Русский перевод этой работы Дедекинда был впервые осуществлен 
С. О Шатуновским и опубликован в «Сборнике научно-популярных ста¬ 
тей по основаниям арифметики», под ред. Н. Парфентьева. Казань, 1906, 
стр. 68—95. 
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ный от варианта Дедекинда *. Исходным для Кантора являлось 
при этом множество всех возможных так называемых фундамен¬ 
тальных последовательностей рациональных чисел 1 2 . Отметим» 
что задолго до Кантора основной замысел осуществленного им 
построения арифметики действительных чисел был в основных 
чертах предугадан Больцано 3 . Третий вариант арифметики дей¬ 
ствительных чисел развил Вейерштрасс; он стал известен мате¬ 
матикам из записок лекций Вейерштрасса. 

Разработанные Дедекиндом, Кантором и Вейерштрассом ва¬ 
рианты арифметики действительных чисел друг другу эквива¬ 
лентны. Каждый из них может быть с успехом использован при 
изучении структурных особенностей точечных множеств и лежит 
в основе доказательства существования несчетных множеств. 

Если функция 1(х ) допускает разложение в степенной ряд, 
то им будет ряд Маклорена; это значит, что такое разложение 
может быть осуществлено единственным способом. Аналогичный 
вопрос — вопрос о единственности разложения — был поставлен 
и в отношении разложения функции /( х ) в тригонометрический 
ряд. 

В исходной постановке проблема единственности разложения 
функции в тригонометрический ряд формулировалась следую¬ 
щим образом: существуют ли два различных тригонометрических 
ряда, сходящихся к одной и той же функции в каждой точке сег¬ 
мента [0,2л]? Этот вопрос эквивалентен другому вопросу: сущест¬ 
вует ли тригонометрический ряд, сходящийся к нулю в каждой 
точке без того, чтобы все его коэффициенты были равны нулю? 

Вопрос о единственности разложения функции в тригономет¬ 
рический ряд (ряд Фурье) приобрел фундаментальное значение, 
когда Зейдель, Стокс и Вейерштрасс установили, что почленное 
интегрирование функционального ряда, в случае его неравномер¬ 
ной сходимости, не всегда законно. В этой связи ставился под 
сомнение вывод формул Фурье для коэффициентов тригономет¬ 
рического ряда с помощью его почленного интегрирования. Дело 


1 О. С а п I о г. і)Ьег сИе АизгіеЬпипб еіпез 5а(ге$ аиз сіег ТЬеогІе 
бег Ігі^опотеІгізсНеп КеіЬеп МаіЬ. Аппаіеп, ВсІ 5, 1872 

Разработанный Г Кантором вариант арифметики действительных чисел из¬ 
ложен на русском языке во многих работах и учебниках См, например 
А И Маркушевич Действительные числа и основные принципы теории 
пределов М —Л , Изд-во АПН РСФСР, 1948, В Немыцкий, М, С л у д- 
ская, А Черкасов Курс математического анализа, т I. М,—Л, Гостех- 
издат, 1940 

2 Кантор назвал последовательность рациональных чисел фундаменталь¬ 
ной, если она удовлетворяет сформулированному выше критерию Коши, или, 
как говорят, сходится в себе 

3 См К Рыхлик Теория вещественных чисел в рукописном насле¬ 
дии Больцано «Историко-математические исследования», вып XI М, Физмат- 
гиз, 1958, стр 515—532 К. Р у с Н 1 і к, ТНсогіе сіег гееІІеп 2аЫеп іт Воіга- 
по$ НапгізсЬгШІісйеп ЫасЫавзе Рга^а, 1962. 
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осложнялась еще и по другой причине: оказалось, что тригоно¬ 
метрические ряды могут и не быть рядами Фурье. 

Мы остановимся на некоторых фактах истории проблемы 
единственности в теории тригонометрических рядов, поскольку 
она оказала заметное влияние на разработку теории точечных 
множеств и общей теории множеств *. 

Степенной ряд сходится для всех значений х, лежащих внут¬ 
ри некоторого интервала с центром в точке о; за границами это¬ 
го интервала ряд расходится. В случае тригонометрического ряда 
его точка сходимости и расходимости на (0,2л) могут быть «пе¬ 
ремешаны», образуя два линейных точечных множества с неко¬ 
торыми структурными особенностями. Этот факт сыграл решаю¬ 
щую роль при разработке проблемы единственности теории 
тригонометрических рядов. Он же предопределил путь формиро¬ 
вания основных понятий общего учения о точечных множествах. 

Первые положительные результаты в решении проблемы 
единственности в теории тригонометрических рядов получил 
Э. Гейне. В 1870 году он дал общее решение этой проблемы, ис¬ 
ходя из предположения, что рассматриваемые тригонометриче¬ 
ские ряды являются равномерно сходящимися. Но множество 
равномерно сходящихся тригонометрических рядов является спе¬ 
циальным, «узким» подмножеством того множества тригономет¬ 
рических рядов, с какими приходится иметь дело в математике и 
ее приложениях. Кроме того, требование равномерной сходимос¬ 
ти тригонометрического ряда накладывает на функцию, которую 
он представляет, существенные ограничения: она должна быть 
непрерывна всюду, кроме, быть может, конечного числа точек, не 
может иметь бесконечного множества максимумов и минимумов 
и т. п. В этой связи возник вопрос: нельзя ли доказать теорему 
единственности без использования требования равномерной схо¬ 
димости тригонометрического ряда? Существенные результаты в 
этом направлении впервые получил Г. Кантор. 

В 1870 году Кантор дал положительное решение проблемы 
единственности, предположив только, что тригонометрический 
ряд сходится к /( х ) в каждой точке (0,2л). Через год он показал, 
что доказанная им теорема единственности сохраняет силу, если 


1 См • Н К. Б а р и. Проблема единственности разложения функции в три¬ 
гонометрический ряд. «Успехи математических наук», т. IV, вып. 3(31), 1949, 
стр. 3—68; А. Б. Паплаускас. Проблема единственности в теории триго¬ 
нометрических рядов «Историко-математические исследования», вып. XIV. М., 
ГИФМЛ, 1961, стр. 181—210; В. Л. Некрасов. Строение и мера линейных 
точечных областей. Томск, 1907, гл. I. Исторический очерк.; Ф. А. Медве¬ 
дев Развитие теории множеств в XIX веке. М., «Наука», 1965; А. 5 с Н о- 
епіИез. ЕпЦѵіскеІип^ сіег Меп^епІеИге ипб іЬгег Ап\ѵеп<1ип^еп. Ьеіргі^, 
ипб Вегііп, 1913; «I. С а ѵаіііез. Кепіагчиез зиг Іа іогтаііоп сіе Іа іЬео- 
гіе аЪзІгаіІе сіез епзетЫез, 1, 11. Рагіз, 1938. РН. Е. В. ^ о и г 6 а і п. ТЬе сіе- 
ѵеіорпіепі оі (Не (Неогу оі (гапзІіпПс пишЬегз, АгсН. МаіЬ. ипсі РНуз., 1906, 
10. 254—281; 1909, 14, 289-311; 1910, 16, 21-43; 1914, 22, 1—21. 
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тригонометрический ряд сходится к }(х) во всех точках (0,2я), 
за исключением конечного числа точек Еще через год Кантор 
получил в решении проблемы единственности особо важный ре¬ 
зультат, который по праву можно считать исходным пунктом 
развития теории линейных точечных множеств. 

Согласно теореме Больцано—Вейерштрасса каждое бесконеч¬ 
ное ограниченное 1 множество Я точек прямой имеет по крайней 
мере одну предельную точку. Предельной называют при этом 
точку а, в любой окрестности которой имеется бесчисленное мно¬ 
жество точек Р. Кантор назвал множество всех предельных точек 
множества Р первой производной (или первым производным 
множеством) от множества Р и обозначил его символом Я'. Если 
Р' — множество бесконечное, то оно также имеет производную 
(Р')'=Р'\ т. е. вторую производную от Я, и т. д. Если Я п — п -я 
производная от Я — содержит лишь конечное число точек и, 
значит, Я( п+, > пусто, то Кантор назвал исходное множество Я 
множеством п -го вида. 

В 1872 году Кантор показал, что доказанная им (в двух ва¬ 
риантах) теорема единственности сохраняет силу и тогда, когда 
точки расходимости тригонометрического ряда образуют на 
(0,2я) бесконечное множество п-го вида, где п — любое, сколь 
угодно большое натуральное число. 

Эта теорема Кантора не дала, конечно, полного решения 
проблемы единственности теории тригонометрических рядов. Но 
она показала, что для ее дальнейших обобщений необходимо 
приступить к изучению самых различных линейных точечных 
множеств Здесь, как мы увидим, был первый исходный пункт 
арифметики трансфинитных порядковых чисел Г. Кантора. 

Теория точечных множеств имела другим исходным пунктом 
задачи, связанные с обобщением понятия определенного интег¬ 
рала 

В первой четверти XIX века Коши разработал точное опреде¬ 
ление понятия определенного интеграла и доказал его существо¬ 
вание в предположении непрерывности подынтегральной функ¬ 
ции. Он показал также, что если функция /( х ) ограничена на 

сегменте [а, Ь] и имеет на нем конечное множество точек раз- 
ь 

рыва, то I д х)&х существует. Когда стали исследовать триго- 

а 

нометрические ряды, возникла необходимость дальнейшего обоб¬ 
щения понятия определенного интеграла. При помощи тригоно¬ 
метрических рядов можно представлять и функции, имеющие на 
(—я, + я) или на (0,2я) бесконечное множество точек разрыва. 


1 Множество точек прямой называется ограниченным, если на этой пря¬ 
мой существуют две точки а и Ь, а<Ь, между которыми лежит каждая точка 
множества 


14 В Н Моіодший 
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Поскольку коэффициенты тригонометрических рядов определя¬ 
лись по формулам Эйлера—Фурье, естественно возникали два 


вопроса: что надо понимать под 



если на [а, Ь ] функция 


[(х) имеет бесконечное множество точек разрыва? При каких 
условиях этот интеграл существует? 

Известно, что в решении этих вопросов первые фундаменталь¬ 
ные результаты получил Б. Риман 1 (1853). Исследования Рима¬ 
на, потом и других математиков показали, что решение второго 
вопроса зависит не только от учета структурных особенностей 
бесконечных точечных множеств, но еще в большей степени тре¬ 
бует введения понятия меры линейного точечного множества. 

Осуществленное Риманом обобщение понятия определенного 
интеграла показало, что дальнейшие результаты в этом направле¬ 
нии можно получить, если предварительно развить в достаточной 
мере теорию точечных множеств как самостоятельное учение. 
Для Кантора этот факт не остался скрытым, и он приступил к 
разработке общей теории точечных множеств. 

В арифметике действительных чисел (Дедекинд, Кантор, Вей- 
ерштрасс) математический континуум представляется состоящим 
из двух точечных множеств: из множества рациональных чисел 
и множества чисел иррациональных. В исследованиях проблемы 
единственности и обобщения понятия определенного интеграла 
пришлось выделять из математического континуума различные 
множества, порой с весьма своеобразной структу¬ 
рой. Поэтому, чтобы развить общую теорию линейных точечных 
множеств, было необходимо установить сначала единый принцип 
классификации этих множеств. В этой связи Кантор развил об¬ 
щее учение о порядковых трансфинитных числах. В основном 
дело свелось к следующему 2 . 

Кантор назвал линейное точечное множество замкнутым, ес¬ 
ли оно содержит все свои предельные точки. Он показал, что ка¬ 
ково бы ни было натуральное число я, Р< п ) является замкнутым. 
Если Р( п + 1 ) = 0, то Кантор назвал исходное множество Р мно¬ 
жеством я-вида. Существуют множества Я, имеющие производ¬ 
ные множества всех порядков: Р\ Р", ..., Я*),.... Если множество 
Р ограничено и имеет производные множества всех порядков, то 
существует по меньшей мере одна точка, принадлежащая каж¬ 
дому множеству Р< п >. Обозначим символом І> (Р\ Р", р( п ), ...) 


1 См.: Б. Р и м а н. О возможности представления функции посредством 
тригонометрического ряда, в кн.: Б. Риман. Сочинения. М.—Л., Гостехиздат. 
стр. 225—261. 

2 Этот вопрос получил превосходное освещение в работе: Р. Бэр. Тео¬ 
рия разрывных функций, пер. с франц. и редакция А. Я- Хинчина. М.—Л., 
Гостехиздат, 1932. 
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множество точек, принадлежащих всем производным множест¬ 
вам Р конечного порядка. 

Множество /) замкнуто, и поскольку при этом 

Р'=>Р"=>.. =Р<»>э...=А 

й можно назвать производным множеством от множества Р. 
Ясно, что порядок Д как производного множества от Р, не мо¬ 
жет быть выражен никаким натуральным числом. Порядок этот 
естественно считать выше порядка каждого порядкового нату¬ 
рального числа. Кантор обозначил множество Ѣ символом Р ш 
и условился называть его производным множеством порядка а> 
от множества Р. Символ со был назван им первым трансфи¬ 
нитным порядковым числом. Поскольку существуют множест¬ 
ва Р, у которых Р ш является бесконечным множеством, причем 
оказалось, что Р 10 замкнуто, то производное множество от Р ш 
Кантор обозначил символом Р ш + 1 и назвал производным множе¬ 
ством от множества Р порядка со-И Поскольку Р ш ^Р ш+1 , то 
0 + 1 , как новое трансфинитное порядковое число, должно сле¬ 
довать за ш: (о<со-Ы. Рассуждая аналогично, можно обосно¬ 
вать целесообразность введения следующих трансфинитных по¬ 
рядковых чисел: со + 2, со + 3, ... , ы + п, ... . 

Итак, 

1 <2<3<... <л... <о)<о)+ 1 <...<ш + я< .. . 

Если множество Р“ +л существует при всяком натуральном я, 
то существуют точки, принадлежащие всем этим множествам. 
Множество таких точек есть замкнутое множество. Его естест¬ 
венно обозначить Р“Х2 и назвать производным множеством по¬ 
рядка (оХ 2 от множества Р. Если множество Р 40Х2 является 
бесконечным, то его производное множество естественно обозна¬ 
чить символом Р ° >х2+| и т. д. 

Символы со, со +1, ...» (о-І- я,..., соХ2, ©Х2+1, ..., ыХ2+п, ... 
...соХЗ, ...(о 2 , ... и т. д. представляют собой порядковые 
трансфинитные числа Г. К а н т о р а. Целесообразность 
их введения обусловлена тем, что они позволяют охарактеризо¬ 
вать порядок множеств, определяемых как производные множе¬ 
ства данного множества Р. 

Несколько позже Кантор развил второе истолкование поряд¬ 
ковых трансфинитных чисел как типов порядка вполне упоря¬ 
доченных множеств. В этой связи он разработал арифметику по¬ 
рядковых трансфинитных чисел и выяснил ее значение для 
обоснования общего учения о множествах *. 


1 Указанное второе истолкование понятия трансфинитного порядкового 
числа, равно как и его значение для общего учения о множествах, рассматри¬ 
ваются в следующем параграфе этой главы. 


14* 
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Понятие мощности множества, а вместе с ним и понятие ко¬ 
личественного трансфинитного числа Кантор ввел позже. Этому 
предшествовали его работы о точечных множествах и порядко¬ 
вых трансфинитных числах, а также и осуществленное им дока¬ 
зательство неэквивалентности множества натуральных чисел 
множеству действительных чисел. Понятие мощности множест¬ 
ва позволило Кантору расчленить ранее аморфное понятие бес¬ 
конечного множества, — благодаря этому оно стало основным в 
общем учении о множествах. Без понятия мощности нельзя по¬ 
строить общую теорию множеств, методы которой содействова¬ 
ли бы дальнейшему развитию математики. Эту мысль неодно¬ 
кратно подчеркивал Г. Кантор *. Ее правильность подтвердило 
последующее развитие математики. 

Когда Г. Кантор начал публикацию своих исследований по 
общей теории множеств, некоторые математики, особенно 
Л. Кронекер, философы, логики и даже теологи выступили с кри¬ 
тикой его идей. Но Г. Кантор не был одинок: К. Вейерштрасс 
и Р. Дедекинд оценили значение его идей и поддерживали в про¬ 
цессе их становления 1 2 . Впоследствии, в последнем десятилетии 
XIX века, круг сторонников учения Г. Кантора становится все 
шире. На Первом международном конгрессе математиков (1897) 
в докладах А Гурвица и Ж. Адамара обсуждались проблемы 
теории множеств. На Втором международном конгрессе матема¬ 
тиков (1900) одна из сложных проблем теории множеств 3 была 
исходным пунктом доклада Д. Гильберта о проблемах будущей 
математики. Приверженцами идей Кантора становятся даже не¬ 
которые его бывшие противники. Однако критические замечания 
в адрес учения Кантора не перестают раздаваться. Но их на¬ 
правленность становится иной. Если в период становления уче¬ 
ния Кантора критика имела целью, как правило, опровержение 
основных его идей, то теперь она направляется преимущественно 
на совершенствование учения Кантора, на придание ему долж¬ 
ной «прочности». 

Начиная с Аристотеля и до эпохи Кантора понятие актуаль¬ 
ной бесконечности представлялось философам и математикам 
внутренне противоречивым. В этой связи естественно возникает 
вопрос: чем объяснить столь быстрое признание и распростра¬ 
нение идей Кантора в математике, а затем и в философии? 

Рассмотренные выше факты из истории арифметики действи¬ 
тельных чисел, математического анализа и теории тригономет¬ 
рических рядов сыграли решающую роль в оформлении основ- 


1 НИМ, стр 28—29 

2 См Ф А Медведев Развитие теории множеств в XIX веке М, 
«Наука», 1905, гл II, § 19 

3 Так называемая гипотеза континуума; о ней речь будет идти в следую¬ 
щем параграфе этой главы. 
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ных идеи и методов общей теории множеств. Чтобы ответить на 
поставленный вопрос, необходимо указать еще на следующие 
факты 

Возникновение теории множеств было подготовлено разви¬ 
тием почти всех разделов математики XIX века. Кроме назван¬ 
ных, к ним относились, например, алгебра, проективная и мно¬ 
гомерная геометрия. Во всех названных разделах математики 
постепенно оформлялись и творчески использовались неко¬ 
торые основные теоретико-множественные понятия и методы. 
К числу таких понятий относились понятия бесконечного множе¬ 
ства, отображения и взаимно однозначного соответствия. Реше¬ 
ние конкретных проблем нередко осуществлялось посредством 
рассмотрения свойств соответствующих бесконечных множеств 
или свойств математических объектов, определяемых такого ро¬ 
да множествами, короче — использовалась теоретико-множест¬ 
венная методология. 

Общая теория множеств как самостоятельное учение дати¬ 
руется с введения и систематического использования трех ее ос¬ 
новных понятий: мощности множества, порядкового типа мно¬ 
жества и трансфинитного порядкового числа. В этих понятиях 
«в чистом виде», во всей общности было выделено основное, суще¬ 
ственное для обоснования тех представлений и методов, которые 
в их конкретном истолковании использовались ранее различны¬ 
ми математическими теориями. Благодаря этому теория множеств 
дала математике конца XIX и начала XX века единый метод 
обоснования и развития содержания почти всех математических 
теорий. 

Теория множеств явилась исходным пунктом развития тео¬ 
рии функций действительного переменного, общей топологии и 
функционального анализа. Ее методы способствовали развитию 
качественной теории дифференциальных уравнений и вариаци¬ 
онного исчисления. Под влиянием теории множеств существенно 
изменился предмет исследований теории вероятностей и общей 
алгебры, что способствовало их дальнейшему интенсивному 
развитию. Наконец, теория множеств оказала влияние на 
оформление полуформального аксиоматического метода 1 2 3 . Без 
преувеличения можно утверждать, что конец XIX и первые де¬ 
сятилетия XX века были временем триумфального шествия тео¬ 
рии множеств Г. Кантора. Именно эти факты заставили боль¬ 
шинство математиков указанного периода признать теорию мно¬ 
жеств и использовать ее методы в своих исследованиях. 


1 См. в этой связи первую и вторую главы названной выше монографии 
Ф. А. Медведева. 

2 См. статьи А. Н. Колмогорова, П. С. Александрова и других авторов в 
кн.: «Сборник статей по философским вопросам математики». М., Учпедгиз, 
1936. 

3 См. в этой связи третью часть настоящих «Очерков». 
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История возникновения и развития теории множеств Г. Кан¬ 
тора подтверждает, что и в математике крупные научные откры¬ 
тия и обобщения надолго создают ее теориям благоприятные 
условия для дальнейшего поступательного движения. 


2. Основные понятия общего учения о множествах 
Г. Кантора. Трудности построения теории множеств 1 

Основным понятием общего учения о множествах Г. Канто¬ 
ра является понятие бесконечного множества (понятие 
актуальной бесконечности). 

«Под многообразием, или множеством, — писал Г. Кантор,— 
я понимаю вообще всякое многое, которое можно мыслить как 
единое, т. е. всякую совокупность определенных элементов, кото¬ 
рая может быть связана в одно целое с помощью некоторого 
закона» 2 . 

Кантор называл множество Р определенным, если относитель¬ 
но любого объекта можно сказать, принадлежит он множеству Р 
или не принадлежит 3 . 

Понятие закона Г. Кантор считал исходным, неопределимым. 
Вместе с тем в его концепции понятие закона играет фундамен¬ 
тальную роль. Так как согласно закону элементы некоторой со¬ 
вокупности могут быть связаны в одно целое, то закон обеспечи¬ 
вает существование множества. Верно и обратное: если множе¬ 
ство существует, то можно дать закон, обеспечивающий его 
существование. 

Оперативными понятиями общего учения о множествах 
Г. Кантора являются понятия взаимно однозначного соответст¬ 
вия мощности и количества множества 4 . 

Кантор определил мощность — теперь часто говорят: «коли¬ 
чественное число» — как результат абстракции от содержания и 
порядка элементов множества. Он называл два множества рав¬ 
номощными или имеющими одинаковую мощность, если между 
их элементами возможно установить взаимно однозначное соот¬ 
ветствие. Например, множество всех натуральных чисел и мно¬ 
жество всех квадратов натуральных чисел равномощны, так как 
каждому числу п первого множества соответствует число п 2 вто- 


1 Мы излагаем здесь некоторые, необходимые нам сведения из общей тео¬ 
рии множеств Г. Кантора. См. по этому вопросу: О. С а п 1 о г. ОезатшеИе АЬ- 
НагкИип^еп. Вегііп, 1932; Г. Кантор. Основы общего учения о многообра¬ 
зиях, НИМ; его же. О различных точках зрения на актуально бесконечное. 
Теория множеств, пер. с нем. М.—Л., Гостехиздат, 1937; П. С. Александ¬ 
ров. Введение в общую теорию множеств и функций. М.—Л, Гостехиздат, 
1948. 

2 НИМ, стр. 69 

8 Т а м же, стр. 183. 

4 По терминологии самого Г. Кантора. В наше время в последнем случае 
говорят о трансфинитных порядковых числах. 
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рого множества, и наоборот. Множество всех натуральных чи¬ 
сел и множество всех четных чисел равномощны, так как их 
элементы также можно поставить во взаимно однозначное соот¬ 
ветствие по закону п< — >2п. Кантор доказал, что множество ра¬ 
циональных чисел и множество всех алгебраических чисел рав¬ 
номощны множеству натуральных чисел. Множество точек ин¬ 
тервала ( 0 , 1 ) и множество точек прямой равномощны. 

Для развития общего учения о множествах наиболее суще¬ 
ственным явилось другое открытие Г. Кантора — доказательст¬ 
во существования бесконечных множеств с различными мощно¬ 
стями. Исходным пунктом этого открытия была попытка Канто¬ 
ра доказать, что множество рациональных чисел и множество 
действительных чисел равномощны. После неудачных попыток 
он показал, что допущение равномощности названных множеств 
приводит к противоречию. Сначала Кантор истолковал получен¬ 
ный им результат как чисто отрицательный, а потому и не име¬ 
ющий познавательного значения. Однако вскоре Кантор понял, 
что установленный им факт является, по сути, доказательством 
существования двух бесконечных множеств различной мощности 
и имеет поэтому основополагающее значение для общего учения 
о множествах. Кантор рассуждал так. Пусть даны два множест¬ 
ва Р и (?. Если каждому элементу р множества Р можно поста¬ 
вить в соответствие определенный элемент <7 множества (?, но 
при этом не всякому элементу <7 соответствует определенный эле¬ 
мент р из Р, то естественно считать—вернее, принять по опреде¬ 
лению,—что мощность множества Р меньше мощности множест¬ 
ва (?. Можно сказать, что мощность множества Р меньше мощно¬ 
сти множества (2, если с помощью элементов множества Р невоз¬ 
можно «занумеровать» все элементы множества (}. Но именно 
такое положение вещей имеет место при сравнении множества 
рациональных чисел с множеством действительных чисел: всех 
рациональных чисел, а значит, и всех натуральных чисел, недо¬ 
статочно, чтобы с их помощью «занумеровать» все действитель¬ 
ные числа, как бы нумерация ни производилась. Значит, мощ¬ 
ность множества всех действительных чисел больше мощности 
множества натуральных чисел. Мощность множества натураль¬ 
ных чисел принято называть счетной, а мощность множества 
всех действительных чисел — мощностью континуума. 
Согласно сказанному, первая меньше второй. Кроме того, ока¬ 
залось, что каково бы ни было множество М мощности т, су¬ 
ществует множество N мощности я, такое, что п>т. В качестве 
N можно взять множество всех подмножеств множества М, так 
как мощность такого множества больше мощности множества М. 
Следовательно, можно говорить о неограниченной последова¬ 
тельности все возрастающих мощностей. 

Если множество конечно, понятие мощности совпадает с по 
нятием числа его элементов и может быть выражено количест- 
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венным натуральным числом. В случае бесконечных множеств 
нельзя говорить о числе их элементов, но каждому из таких 
множеств можно приписать определенную мощность. Принято 
относить каждому классу равномощных множеств некоторый 
символ мощности. Так /о —символ мощности счетного множест¬ 
ва, с — символ мощности континуума, 2 т — символ мощности 
множества всех подмножеств множества, мощность которого 
есть т. Каждый такой символ Кантор назвал кардинальным 
трансфинитным числом. 

Кантор предпринял попытку развить арифметику кардиналь¬ 
ных трансфинитных чисел. Он доказал многие арифметические 
соотношения, справедливые для мощностей конкретных мно¬ 
жеств— счетных и мощности континуума. Например, если п — 
любое натуральное число, то: 

п +/о = Хо+ п = /о. Хо+Хо=Хо> «Хо=Хо. Хо"=Хо. 

Хо+ с = с +Хо=с, с+с=с, Хо С=с, сс=с и т. п. 

Но когда Кантор попытался обобщить полученные им ариф- 
метические соотношения на любые кардинальные трансфинит¬ 
ные числа, то встретился с серьезными трудностями. 

Пусть М и N — какие угодно бесконечные множества, гл и 
п — соответствующие им кардинальные трансфинитные числа. 
Можно ли утверждать, что эти числа всегда могут быть связа¬ 
ны одним и только одним из знаков = , >, <С? Для натураль¬ 
ных чисел т и п это утверждение справедливо, для кардиналь¬ 
ных трансфинитных чисел справедливость его не очевидна. Кан¬ 
тор эту проблему не решил; ее назвали проблемой трихотомии 1 2 . 
Кантор не смог также доказать (или опровергнуть), что для 
любых кардинальных трансфинитных чисел справедливы соот¬ 
ношения: 

1) тп+п = тп\ 

2 ) т = т 2 ; 

3) если т 2 = п 2 , то т = п ; 

4) если т<п и р<Я> то т + р<п + я; 

5) если т<п и р<я , то тр<.щ . 

А. Тарский доказал, что каждое из этих соотношений экви¬ 
валентно трихотомии 3 . 

Известно, что %о< с - Существует ли множество М, мощность 
которого т удовлетворяет неравенствам: 

Хо<м<с? 


1 Здесь и всюду ниже вместо еврейской буквы «алеф» по типографским 
причинам набрана греческая буква «хи». — Прим ред. 

2 Трихотомия (греч.) —разделение на три части. 

3 А Тагзкі. 5иг яиеіциез ійёогёшез яиі ёяиіѵаіепі а Гахіоте сіе 
сНоіх, Рипсіатепіа МаіЬетаІісае, ѵ. V, 1924, рр. 147—155. См также: 

\Ѵ 5 і е г р і п 5 к і Ьедопз зиг Іез пошЬгез ігапзПпіз Рагіз, 1928. 
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Эту проблему Кантор также не решил. Он высказал предпо¬ 
ложение, что такое множество М не существует. Предположе¬ 
ние Кантора называют гипотезой континуума ; оно эквивалентно 
утверждению, что всякое несчетное множество действительных 
чисел имеет мощность континуума. 

Математики конца XIX и начала XX века считали вопрос о 
истинности гипотезы континуума одним из основных вопросов 
обоснования математики. На Втором международном конгрессе 
математиков Д. Гильберт прочел доклад «Проблемы будущей 
математики». В числе указанных им 23 проблем на первом ме¬ 
сте стоял вопрос о справедливости гипотезы континуума *. 

Кантор предпринял попытку преодолеть указанные трудно¬ 
сти построения арифметики кардинальных трансфинитных чисел 
с помощью арифметики ординальных (порядковых) трансфинит¬ 
ных чисел, в разработке основ которой он ранее достиг замет¬ 
ных результатов. 

Элементы некоторых множеств можно упорядочить, т.е. ука¬ 
зать такой признак (правило), согласно которому: 

1 ) относительно любых различных элементов а и Ь множест¬ 
ва всегда можно установить, какой из них последующий и ка¬ 
кой — предшествующий; 

2 ) если элемент а предшествует элементу Ь, а элемент Ь пред¬ 
шествует элементу с, то элемент а предшествует элементу с. 

Например, множество рациональных чисел упорядочено по 
их величине. Множество же комплексных чисел не является 
упорядоченным. 

Пусть М и N — какие-либо равномощные упорядоченные 
множества, элементы которых мы будем обозначать, соответст¬ 
венно, т, т' и я, п' и т. п. Допустим, что между элементами М 
и N можно установить взаимно-однозначное соответствие так, 
что когда пг предшествует ш', то и соответствующие им элементы 
пип' находятся в том же отношении, т. е. п предшествует я'. Тог¬ 
да упорядоченные множества М и N называются подобными друг 
другу. Если два упорядоченных множества подобны третьему, то 
они подобны между собой. Подобные упорядоченные множества 
имеют одинаковый порядковый тип. Символы а), т] и X обознача¬ 
ют, соответственно, порядковые типы множества натуральных, 
рациональных и действительных чисел. 

Особый интерес представляет один вид упорядоченных мно¬ 
жеств— так называемые вполне упорядоченные множества. Ес¬ 
ли упорядоченное множество М и каждое его непустое подмно¬ 
жество содержит первый элемент, то множество М называется 


1 О. Н і 1 Ь е г I. Зиг Іез ргоЫётез іиіигз с!ез МаІНётаІкіиез, Сотріе 
гепди сіи сіеихіёте Соп^гёз Іпіегпаііопаі сіез МаіЬётаІісіепз (6—12 аойі, 
1900). ОаиіНіег-ѴіПагз, Рагіз, 1902, рр. 70—7І; С. С. Демидов. 
К истории проблем Гильберта.«Историко-математические исследования», 
вып. 17. М., «Наука», 1966, стр. 91—123. 
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вполне упорядоченным. Например, множество натуральных чи¬ 
сел, в их обычном порядке, 


есть множество вполне упорядоченное. 

Порядковые типы вполне упорядоченных множеств Кантор 
назвал порядковыми числами и, в частности, когда множество 
бесконечное—трансфинитными порядковыми числами. Кантор пи¬ 
сал: «Порядковым числом вполне упорядоченного множества я 
называю то общее понятие, под которое подходят все вполне 
упорядоченные множества, подобные данному множеству, и толь¬ 
ко они» *. Таким образом, подчеркивал Кантор, под порядковым 
числом вполне упорядоченного множества надо понимать то «об¬ 
щее понятие (родовое понятие, ипіѵегзаіе) , которое получает¬ 
ся, если отвлечься от свойств и обозначения элементов этого мно¬ 
жества и иметь в виду лишь иерархический порядок, в котором 
стоят друг к другу его элементы» 1 2 . 

Каждое конечное множество может быть упорядочено толь¬ 
ко по одному, ему присущему, порядковому типу. Порядковый 
тип конечного множества есть порядковое натуральное число. 
Множество натуральных чисел образует первый класс порядко¬ 
вых чисел. Иное соотношение вещей наблюдается при рассмот¬ 
рении бесконечных множеств. Вполне упорядоченное бесконеч¬ 
ное множество можно переупорядочивать бесчисленным множе¬ 
ством способов так, что оно остается вполне упорядоченным. 
Например, счетную последовательность 

^ 1 * ^ 2 * ••• » ••• 


можно представить так: 

СІ2у йз> ••• ♦ ) • •• у ^ 1 • 


Как первая, так и вторая последовательность представляют 
собой вполне упорядоченные множества. Но они не подобны; 
следовательно, им отвечают различные порядковые трансфинит¬ 
ные числа. Порядковое число множества а ь а 2 , ..., а п , ..., или, 
что то же, порядковое число множества 1, 2, ..., я, ... принято 
обозначать символом со. Второе множество а 2 , а 3 , ..., а п , ..., а\ 
имеет порядковое число со+1. Множество а 3 , а А , ..., а п , ... Дь сіг 
имеет порядковое число со+ 2. Таким образом удается построить 
второй класс порядковых чисел 


О), 


<0+1,. (і)Х2,... о)ХЗ,... 


О) - 


О) 


О) 


соответствующих вполне упорядоченным счетным множест¬ 
вам. Кантор показал существование и таких порядковых чисел, 


1 НИМ, стр. 94. 

2 Там же, стр. 106—107. 
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которые соответствуют вполне упорядоченным множествам бо¬ 
лее высокой мощности. 

Мощность множества чисел первого класса Кантор обозна¬ 
чил символом х« (алеф-нуль); соответственно этому Хі (алеф- 
один) стал обозначать мощность множества чисел второго клас¬ 
са. Вообще Ха (а<со) обозначает мощность множества чисел 
а-Н 1 класса. 

Изучая алефы, Кантор показал, что для них можно доказать 
многие общие теоремы. Так, для алефов справедлива трихото¬ 
мия, всегда Ха=хІ и т. п. Кантору также удалось показать, что 

Хі>Х« » причем Хі представляет собой мощность фактически 
ближайшую к Хо в том смысле, что между ними не существует 
мощности вполне упорядоченного множества. В противополож¬ 
ность арифметике кардинальных трансфинитных чисел, арифме¬ 
тика алефов может быть развита с большей общностью. 

После развития арифметики алефов стал вырисовываться 
путь, по которому можно было пытаться идти к построению об¬ 
щей арифметики кардинальных трансфинитных чисел. Надо бы¬ 
ло пытаться доказать, что каждое множество может быть пред¬ 
ставлено в форме вполне упорядоченного множества. Действи¬ 
тельно, если бы это удалось сделать, мощность каждого множе¬ 
ства была бы алефом и, следовательно, арифметика кардиналь¬ 
ных трансфинитных чисел совпала с арифметикой алефов. Кро¬ 
ме того, если бы удалось упорядочить континуум, то отсюда 
следовало бы соотношение с^хь если бы удалось доказать лож¬ 
ность соотношения с>х 1в тем самым была бы решена — причем 
в положительном смысле — и гипотеза континуума. 

Кантор был прав, когда подчеркивал, что «понятие вполне 
упорядоченного множества оказывается фундамен¬ 
тальным для всего учения о многообразиях» К Однако в двух 
существенных пунктах он не смог довести построение арифмети¬ 
ки порядковых чисел до конца. Кантор пытался доказать, что 
всякому строго определенному множеству возможно придать 
форму вполне упорядоченного множества. Этого доказательства 
он не нашел. Кантор обещал также доказать гипотезу контину¬ 
ума. Имея в виду мощность интервала (0,1), он считал возмож¬ 
ным доказать, что она есть «не что иное, как мощность нашего 
второго числового класса» 1 2 , т. е. что с=хі- Кантор не смог до¬ 
казать гипотезу континуума, хотя затратил на это немало труда. 

Если каждое множество можно вполне упорядочить и если 
вместе с тем гипотеза континуума верна, то учение о кардиналь¬ 
ных и ординальных трансфинитных числах получает достаточ¬ 
ное обоснование, гарантирующее, в принципе, возможность при- 


1 НИМ, сір 11; «многообразие» — термин, которым Кантор и другие ма¬ 
тематики пользовались как синонимом слова «множество» 

2 Та м же, стр 49. 
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менения его методов к исследованию всевозможных множеств. 
Но именно в этих двух решающих пунктах Кан¬ 
тор теорию множеств не обосновал. 

3. Философские взгляды Г. Кантора. 

Философско-математическое обоснование теории множеств 

Кантор пытался подвести под учение о множествах философ¬ 
ский фундамент. Он преследовал при этом двоякую цель. Кан¬ 
тор хотел с помощью философии наметить путь к преодолению 
трудностей, обнаруженных им при построении общего учения о 
множествах. Философское обоснование учения о множествах 
представлялось Кантору необходимым и для успешной борьбы 
с противниками понятия актуальной бесконечности. В этой свя¬ 
зи для Кантора существенно важным был вопрос о внутреннем 
механизме формирования математических понятий, особенно по¬ 
нятий теории множеств. 

При рассмотрении основных вопросов теории познания Кан¬ 
тор старался следовать идеям Платона. Он различал два вида 
«действительности» («реальности») понятий и идей. Идеи и 
понятия обладают имманентной реальностью, «если 
они, согласно точнььм определениям, занимают в нашем мыш¬ 
лении вполне определенное место, отличаются ясно от других 
компонентов нашего мышления и благодаря этому способны 
видоизменять определенным образом субстанцию нашего духа» 
Если идеи и понятия отображают процессы и объекты во внеш¬ 
нем мире, противостоящем интеллекту, то им присуща т р а н з и- 
ентная реальность. Эти два вида реальности понятий и 
идей не противостоят друг другу; напротив, они «всегда совпа¬ 
дают в том смысле, что какое-нибудь понятие, принимаемое за 
существующее в первом отношении (т. е. обладающее имманент¬ 
ной реальностью.— В. М), обладает в известных, даже беско¬ 
нечно многих, отношениях и транзиентной реальностью» 1 2 . 

Чувства, утверждал Кантор, не могут дать надежного зна¬ 
ния; «последнее может быть получено лишь с помощью понятий 
и идей» 3 . Но откуда мы черпаем понятия и идеи? Для Кантора 
«внешний опыт», т. е., как сказали бы мы, практика, может да¬ 
вать лишь толчок к созданию идей и понятий; сами же идеи и 
понятия «образуются путем внутренне й индукции и дедук¬ 
ции как нечто, что до известной степени лежало уже в нас 
и лишь было пробуждено и доведено до созна- 
н и я» 4 . В этих утверждениях Кантора нет ничего нового. По су¬ 
ти, они воспроизводят основы учения Платона о познании. 


1 НИМ, стр 30 

2 Та м же, стр 31 

3 Там же, стр 74 

4 Там же, стр 74—75 
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Процесс образования понятий, обладающих имманентной 
реальностью, Кантор также старался истолковать в духе Пла¬ 
тона с одним, однако, существенным дополнением, выдержан¬ 
ным в духе требований математики своего времени. Чтобы об¬ 
разовать правильное понятие, писал Кантор, достаточно взять 
некоторый знак А и придать ему «закономерным образом раз¬ 
личные, даже бесконечно многие, понятные предикаты, значе¬ 
ние которых известно уже из наличных идей и которые не долж¬ 
ны противоречить друг другу» К Когда этот процесс закончен, 
«то имеются налицо все условия для пробуждения дрем¬ 
лющего в нас понятия А; оно появляется на свет, снаб¬ 
женное такой интрасубъективной реальностью, какую лишь мож¬ 
но требовать от понятий» 1 2 . 

Но что значит придать знаку А «закономерным образом» не¬ 
которые «понятные» предикаты? Как установить, что они не 
противоречат наличному запасу идей и понятий? Эти вопросы 
Кантор даже не поставил! Обошел Кантор и другой, не менее 
важный вопрос: если значение предикатов, которые можно при¬ 
дать знаку А, должно быть известно из наличного запаса 
идей и понятий, то, значит, в сознании каждого человека дол¬ 
жен быть исходный запас идей и понятий; но каков их источ¬ 
ник? Философские экскурсы Кантора и его переписка с теолога¬ 
ми и математиками (о ней речь ниже) дают основание утверж¬ 
дать, что если бы он поставил этот вопрос, то ответил бы указа¬ 
нием на бога, в которого верил. 

Кантор утверждал, что математика «при развитии своих 
идей должна считаться единственно лишь с имманент¬ 
ной реальностью своих понятий и поэтому н е обязана вовсе 
проверять их транзиентную реальность» 3 4 . Значит, «матема¬ 
тика в своем развитии совершенно свободна» \ благодаря чему 
заслуживает названия свободной математики. Теория 
функций, писал Кантор, была развита выдающимися математи¬ 
ками XIX века без побудительных мотивов извне и без метафи¬ 
зической (т. е. философской) проверки ее положений. Вместе с 
тем теория функций нашла впоследствии широкое поле примене¬ 
ний в механике, астрономии и физике, благодаря чему была об¬ 
наружена и транзиентная реальность ее утверждений 5 . 


1 НИМ, стр. 75 

2 Та м же (Выделено мною — В М ) 

3 Та м же, стр. 31 

4 Т а м же 

5 Пример Кантора неубедителен. В XIX веке развитие математического 
анализа — особенно в части принципиально новых понятий, идей и методов — 
имело исходным пунктом необходимость разработки математического аппара¬ 
та для решения задач точного естествознания, преимущественно физики См. 
часть вторую, главу вторую, параграф 3 этой книги 
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Трактовка Кантора процесса математического познания поз¬ 
воляет, казалось бы, заключить, что и здесь он занимал идеали¬ 
стические позиции, согласующиеся с философией Платона. Но 
это не так! Кантор присоединил к сказанному им о «свободной» 
математике два ограничительных требования, после чего его 
концепция процесса развития математики оказалась, по сути, 
чуждой идеализму. Математическое познание, писал Кантор, 
ограничено двумя требованиями: во-первых, понятия математики 
должны быть свободны от внутренних противоречий; во-вторых, 
они должны, согласно определениям, находиться в точно очер¬ 
ченных отношениях с испытанными ранее матехчатическими 
понятиями *. 

Каков объективный смысл первого ограничительного требо¬ 
вания Кантора? Что дает его выполнимость «свободной» мате¬ 
матике? 

При жизни Кантора непротиворечивость математической те¬ 
ории (с включенными в нее испытываемыми понятиями) уста¬ 
навливали посредством конструирования ее модели из абстракт¬ 
ных объектов какой-либо другой математической теории, 
считавшейся более обоснованной 1 2 . В конечном счете дело своди¬ 
лось к вопросу: является ли истинной — а потому и непротиво¬ 
речивой — арифметика натуральных чисел? Но кто согласился 
бы взять на себя смелость ответить на этот вопрос отрицанием? 
Тысячелетняя практика людей убеждает в том, что арифметика 
натуральных чисел является безупречно работающим орудием; 
апелляция доказательств непротиворечивости к арифметике яв¬ 
ляется поэтому апелляцией к этой многовековой практике. Сле¬ 
довательно, развитие математики свободно лишь постольку, 
поскольку ее понятиям и теориям присуща, говоря словами Кан¬ 
тора, транзиентная реальность. Первое «ограничительное требо¬ 
вание» Кантора по своей природе несовместимо с философией 
Платона. 

К сказанному целесообразно присоединить одно замечание. 
В конце прошлого века Г. Фреге положил начало исследовани¬ 
ям, конечной целью которых было доказательство непротиворе¬ 
чивости арифметики натуральных чисел. Фреге пытался для 
этого построить арифметику натуральных чисел на чисто логи¬ 
ческой базе. Но осуществить сведение арифметики к одной лишь 
логике Фреге не удалось: его логико-арифметическая система 
оказалась противоречивой. В наше время в доказательствах не¬ 
противоречивости используются точные языки математической 
логики. При этом стремятся опереться на некоторые факты, по 
природе, по-видимому, более простые, чем истины арифметики 
натуральных чисел. Эти доказательства имеют самостоятельное 


1 НИМ, стр 31—32. 

2 См часть первую, главу первую (параграф 7). 
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познавательное значение и весьма важны для обоснования ма¬ 
тематики. Они хорошо дополняют естественный аргумент истин¬ 
ности арифметики натуральных чисел, состоящей в ссылке на ее 
безупречную практическую эффективность Анализ методологи¬ 
ческого аспекта доказательств непротиворечивости способство¬ 
вал развитию методов, с помощью которых удалось получить 
выдающиеся результаты при разработке многих проблем обос¬ 
нования математики 

Перейдем к анализу второго ограничительного требования 
Кантора Существует ли критерий, позволяющий устанавливать, 
что новое (не ведущее к противоречию) понятие находится, в 
силу его определения, в точно очерченных отношениях с налич¬ 
ным запасом проверенных понятий и идей? Такой — общефило¬ 
софский или логический — критерий Кантор не указал, вследст¬ 
вие чего его второе ограничительное требование вряд ли можно 
назвать действенным. Этот критерий ему понадобился, когда он 
приступил к философско-математическому обоснованию учения 
о множествах. Центральным здесь был вопрос об отношениях, 
существующих между количественными и порядковыми транс¬ 
финитными числами, с одной стороны, и числами натуральны¬ 
ми — с другой. Чтобы ответить на этот вопрос, Кантор руко¬ 
водствовался соображениями, базирующимися на не уточненном 
втором ограничительном требовании в отношении понятий ма¬ 
тематики. 

Ниже мы постараемся сформулировать этот «частный» крите¬ 
рий и показать, что он также несовместим с философией Пла¬ 
тона. 

Некоторые философы и математики поставили перед Кан¬ 
тором вопрос достаточны ли установленные им ограничитель¬ 
ные требования, чтобы воспрепятствовать «свободной» матема¬ 
тике выйти за границы подлинно научного знания? Ответ Кан¬ 
тора был утвердительным. Во-первых, подчеркнул Кантор, сами 
по себе ограничительные требования «дают лишь ничтожный 
простор произволу»; во-вторых, «каждое математическое поня¬ 
тие носит в самом себе необходимый корректив. Если оно не¬ 
плодотворно или нецелесообразно, то это весьма скоро обнару¬ 
живается благодаря его полной непригодности, и тогда оно, за 
отсутствием успеха, отбрасывается»'. Итак, правом на призна¬ 
ние обладают только те математические понятия, которым при¬ 
суща транзиентная реальность и которые способствуют разви¬ 
тию математики и других наук. Что же в таком случае остает¬ 
ся от «свободной» математики Кантора? Остается признание 
внутренних закономерностей развития математики, по сути де¬ 
ла, в их научном истолковании. 


1 НИМ, стр 32 По сути, сказанное Кантором может быть названо треть 
им ограничительным требованием 
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Кантор указывал, что в области философии он занимает иде¬ 
алистические позиции, которые он также называл «реалистиче¬ 
скими» 1 . Это верно, но с одним уточнением. Философские взгля¬ 
ды Кантора двойственны: идеалист в сфере наиболее общих фи¬ 
лософских вопросов, он был материалистом, когда обращался к 
специальным вопросам методологии математики. С этой двой¬ 
ственностью философии Кантора необходимо считаться при 
оценке разработанного им философско-математического обосно¬ 
вания теории множеств, к чему мы сейчас и перейдем. 

Кантор утверждал, что выдвинутое им определение понятия 
множества полностью укладывается в рамки философии Плато¬ 
на. Это определение, писал Кантор, представляет нечто «родст¬ 
венное платоновскому еібоз ібеа, а также тому, что Платон в 
своем диалоге «Филеб, или Высочайшее благо» называет 

рлитоу» 2 . 

Кантор различал два вида бесконечности: 

1 ) собственно бесконечное; бесконечное множество, «данное 
всеми своими элементами»; 

2 ) несобственно бесконечное; переменная, растущая сверх 
всяких границ. 

Терминология Кантора не получила в дальнейшем прав 
гражданства. Теперь говорят об актуальной бесконечности и, 
соответственно, о потенциальной бесконечности. Однако Кантор 
избрал указанную терминологию не случайно: именно она наи¬ 
более адекватно отвечала его взглядам на природу этих двух 
форм бесконечности 

Кантор утверждал, что собственно бесконечное обладает как 
имманентной, так и транзиентной реальностью. Дать этому ут¬ 
верждению научное обоснование вряд ли возможно; здесь, в 
лучшем случае, Кантор мог вновь сослаться на философию 
Платона. Имея в виду имманентную реальность собственно бес¬ 
конечного, Кантор говорил об актуальной бесконечности. Тер¬ 
мин «ТгапзГіпііиш» он использовал чаще всего для обозначения 
транзиентной реальности собственно бесконечного. Несобствен¬ 
но бесконечное потому так и называется, подчеркивал Кантор, 
что ему не присуще какое бы то ни было бытие. Понятие о нем 
есть субъективное представление, воззрение, но отнюдь не адек¬ 
ватная идея 3 . Более того, если подобное представление и воз¬ 
можно, то только благодаря существованию ТгапзГіпіІштГа; «по¬ 
тенциально бесконечное есть лишь вспомогательное понятие, по¬ 
нятие отношения, и всегда указывает на некоторый лежащий в 


1 В смысле «реализма» средневековой западноевропейской философии — 
схоластики Средневековый «реализм» был в философии продолжением пла¬ 
тонизма 

2 НИМ, стр 69 

8 Т а м же, стр. 71. 
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его основе ТгапзПпіішп, без которого оно не может ни быть, ни 
быть мыслимым» К Это утверждение Кантора является исходным 
при классическом теоретико-множественном обосновании мате¬ 
матического анализа; конечно, в чисто математическом, но от¬ 
нюдь не в его философском истолковании. 

Имея в виду преимущественно имманентную реальность 
трансфинитных порядковых чисел, Кантор говорил, что они оп¬ 
ределяются с помощью двух принципов порождения и одного 
принципа ограничения. Первый принцип — это получение новых 
чисел за счет прибавления единицы к уже образованному числу. 
Так, например, располагая единицей, согласно первому принципу 
порождения, мы получаем: 


Множество всех натуральных чисел Кантор назвал первым 
числовым классом. 

Второй принцип порождения Кантор определил следующим 
образом: «Если дана какая-нибудь определенная последователь¬ 
ность определенных целых реальных чисел, среди которых нет 
наибольшего числа, то на основании этого второго принципа по¬ 
рождения создается новое число, которое мыслят как предел 
этих чисел, т. е. которое определяют как первое, большее всех 
их, число» 1 2 . 

По своей природе второй принцип порождения является 
точной копией способа, каким Кантор определял иррациональ¬ 
ные числа с помощью фундаментальных последовательностей 
рациональных чисел. Согласно второму принципу порождения 
можно утверждать существование некоторого нового числа — 
обозначим его о>, — выражающего тот факт, что нам дана в сво¬ 
ей естественной последовательности вся совокупность натураль¬ 
ных чисел. Первый принцип порождения дает далее: 

о) ? (о —1, о)-Ь2, ... , оз-|-/2, ... . 

Второй принцип порождения приводит нас к числу о)Х2. 
Аналогично можно получить юХЗ, ..., <о 2 , ... и другие так назы¬ 
ваемые предельные числа. 

Может показаться, писал Кантор, что применение двух прин¬ 
ципов порождения будет приводить все к новым предельным чис¬ 
лам. Этот процесс, однако, также имеет известное завершение. 
Все выше указанные предельные числа — равно как и числа, по¬ 
лучаемые из них с помощью первого принципа,—являются харак¬ 
теристиками различных типов порядка вполне упорядоченных 
счетных множеств. Эти предельные числа входят во второй чис- 


1 НИМ, стр. 111. 

2 Т а м же, стр. 55. 

15 В. Н. Молодшші 
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ловой класс, мощность которого непосредственно следует за мощ¬ 
ностью первого числового класса. Логическую функцию (терми¬ 
нология Кантора), позволяющую выделить второй числовой 
класс, за ним третий и т. д., Кантор и назвал принципом стесне¬ 
ния, или ограничения. 

Кантор старался доказать, что каждое точно определенное 
множество можно представить в форме вполне упорядоченного 
множества. Это ему не удалось. Однако на каких путях он пред¬ 
полагал найти подобное доказательство? В 1882 году Кантор 
ответил на этот вопрос так: «Понятие вполне упорядочен¬ 
ного множества оказывается фундаментальным для всего 
учения о многообразиях (т. е. множествах. — В. АТ). В одной 
дальнейшей работе я вернусь к тому основному, чреватому след¬ 
ствиями и особенно замечательному своей общезначимостью, за¬ 
кону мышления, согласно которому всегда возможно придать 
всякому строго определенному множеству форму 
вполне упорядоченного множества» ! . Кантор считал, что 
законы действий с ординальными трансфинитными числами яв¬ 
ляются непосредственным следствием определения вполне упоря¬ 
доченного множества, причем мы их получаем «из непосредствен¬ 
ного внутреннего созерцания с аподиктической достоверностью» 1 2 . 
Такие рассуждения Кантора свидетельствуют о том, что он ви¬ 
дел источник основных законов теории бесконечных множеств не 
столько в «транзиентной реальности» ее понятий, сколько в «не¬ 
посредственном внутреннем созерцании». Не удивительно, что 
эти рассуждения ничего не дали для обоснования учения о мно¬ 
жествах; сам Кантор впоследствии от них отказался. 

Приведенные факты показывают, что идеалистическое миро¬ 
понимание Кантора порой мешало ему правильно ставить и ре¬ 
шать узловые вопросы теории множеств. Впоследствии выясни¬ 
лось, что элементы платонизма, являющиеся компонентами ми¬ 
ровоззрения Кантора, способствовали отчасти тому, что Кантор 
встретил в теории множеств и другие трудности. Кантор исполь¬ 
зовал в теории множеств слова «все» и «существует» без всяких 
ограничений. Право на это давала в то время практика матема¬ 
тических исследований. Философское оправдание такого рода 
рассуждений Кантор усматривал в теории познания Платона. 

4. Начальный этап критики концепции Г. Кантора 

После публикации первых работ Г. Кантора, в которых он 
изложил начала учения о трансфинитных числах (количествен¬ 
ных и порядковых), математики, логики, философы и особенно 
теологи отнеслись к его идеям весьма сдержанно. Некоторые 


1 НИМ, стр 11. 

2 Там же, стр 11, 64. 
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из них выступили с открытой критикой основного понятия уче¬ 
ния Кантора — понятия актуальной бесконечности. Кантор отве¬ 
тил на эти выступления в нескольких статьях и в переписке, ко¬ 
торую впоследствии частично опубликовал 

Наиболее серьезным противником концепции Кантора был 
Л. Кронекер 1 2 . Он считал, что действительно существующими, 
реальными можно признать лишь натуральные числа, вследст¬ 
вие чего они являются единственным объектом чистой матема¬ 
тики. Кронекер утверждал, что все теоремы математического 
анализа правомерны лишь постольку, поскольку их можно ис¬ 
толковать как описания законов, господствующих в области на¬ 
туральных чисел. С этой точки зрения, писал Кантор, известная 
реальность приписывается также рациональным числам, посколь¬ 
ку они «непосредственно вытекают» из арифметики натуральных 
чисел 3 . Кронекер трактовал иррациональные числа как удобные 
символы для описания единым способом свойств групп натураль¬ 
ных чисел; понятие актуальной бесконечности он полностью от¬ 
рицал. Следуя этим идеям, Кронекер опубликовал исследование, 
в котором наметил контуры некоторых «вспомогательных тео¬ 
рий», по его мнению, позволяющих освободить чистую математи¬ 
ку от иррациональных чисел 3 . 

Кантор отмечал, что концепция Кронекера, в сравнении с об¬ 
щепризнанными теориями чистой математики, обладает некото¬ 
рыми преимуществами. Если строго придерживаться концепции 
Кронекера, то «возможно потребовать», чтобы доказательства 
аналитических теорем были испытаны по своему «теоретико-чис¬ 
ловому содержанию» и чтобы каждый обнаруживающийся в них 
пробел был заполнен согласно принципам арифметики. В воз¬ 
можности подобного дополнения заключается настоящий проб¬ 
ный камень для правильности и полной строгости доказа¬ 
тельств» 4 . Такие дополнения способны предохранить исследова¬ 
телей от ошибок и удержать полет их творческой фантазии в 
надлежащих границах. Однако, подчеркивал Кантор, методологи¬ 
ческие принципы концепции Кронекера не являются плодотвор¬ 
ными. «Мы не обязаны им никакими истинными успехами и, ес¬ 
ли бы мы в действительности точно руководствовались ими, то 
развитие науки остановилось бы или было введено в самые уз¬ 
кие границы» 5 . Впрочем, заметил Кантор, окончательное сужде¬ 
ние о концепции Кронекера станет возможным лишь тогда, ког- 


1 О. С а п (о г. ОезаттеНе АЬЬапсіІипбеп піаіЬетаІізсйсп ип<і 
рЫ1о$орЫ$сЬеп ІпЬаІЬ. Вегііп, 1932 (см. главы III и IV). 

2 См: Ьеороісі КгопескегѴ \Ѵегке, ВсІ. III. Ьеіргіб, 1899. В нескольких 
статьях, опубликованных в этом томе сочинений Кронекера, содержится 
критика идеи актуальной бесконечности. 

3 НИМ, стр 16 

4 Та м же 

8 Та м же, стр 17. 
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да она будет разработана в целом и в деталях, в связи с чем 
выяснится ее отношение к геометрии и механике. Пока этого еще 
нет, пригодность концепции Кронекера не может быть названа 
достаточно обоснованной. 

Критические замечания Кантора в адрес концепции Кронеке¬ 
ра имеют методологическим стержнем его третье «ограничитель¬ 
ное требование». Они верны и не потеряли своего значения до 
нашего времени. Но вряд ли можно назвать правильным следу¬ 
ющее критическое замечание Кантора, которое он, по-видимому, 
считал наиболее серьезным: мощность континуума выше мощ¬ 
ности множества натуральных чисел; следовательно, запас нату¬ 
ральных чисел недостаточен для описания точек временного и 
пространственного континуума, поэтому концепция Кронекера 
не может считаться совершенной. Эта аргументация Кантора об¬ 
ладает доказательной силой лишь для приверженцев учения о 
счетных и несчетных множествах; его противники считаться с 
этой аргументацией Кантора не обязаны. 

Идеи Кронекера в некоторой мере способствовали сначала 
оформлению концепции интуиционизма, а потом и конструктив¬ 
ной математики. 

До последнего десятилетия XIX века математики, логики и 
философы признавали понятие иррационального числа, но отри¬ 
цали понятие актуальной бесконечности; они считали его внут¬ 
ренне противоречивым. Некоторые из них пытались это дока¬ 
зать Кантор изучил методологическую основу таких доказа¬ 
тельств и показал их полную несостоятельность. 

«Все так называемые доказательства против возможности ак¬ 
туально бесконечных чисел, — писал Кантор,— ошибочны, потому 

что имеют ярсотоу феѵбот в том, что они заранее припи¬ 
сывают или, скорее, навязывают рассматри¬ 
ваемым числам 1 все свойства конечных чисел 
Между тем бесконечные числа — если только вообще их долж¬ 
но мыслить в какой-нибудь форме — должны образовать благо¬ 
даря своей противоположности к конечным числам совершенно 
новый числовой вид, свойства которого вполне зависят от при¬ 
роды вещей и обра {уют предмет исследования, а не нашего 
произвола или наших предрассудков» 2 . 

Заключительная часть приведенного высказывания Кантора 
является точной характеристикой существа методологии его на¬ 
учных исследований. Она показывает, что избранный Кантором 
путь обоснования научной состоятельности учения о множествах 
является, по сути, материалистическим; он может быть согласо¬ 
ван с идеализмом (субъективным или объективным — безразлич- 


1 Кантор имеет в виду коіичественные и порядковые трансфинитные 
числа. 

2 НИМ, стр 81 (Выделено мною —В М) См также стр 86 и 143 
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но) только на словах, а на деле противоречит ему. Стремление 
Кантора обосновать с философских позиций возможность такой 
согласованности и обусловило двойственность его философских 
позиций в понимании природы математики и ее методов. 

Руководствуясь своими методологическими установками, Кан¬ 
тор сделал исходным пунктом полемики с противниками понятия 
актуальной бесконечности детальное описание установ¬ 
ленных им существенных отличий конечных множеств от бес¬ 
конечных. 

Каждое бесконечное множество содержит правильные под¬ 
множества, с ним равномощные. Конечные множества этим 
свойством не обладают; любое правильное подмножество конеч¬ 
ного множества ему не эквивалентно ! . Если этот факт при¬ 
знать — а не признать научно обоснованный факт невозможно,— 
то надо признать и некоторые другие факты, с ним связанные, 
хотя они кажутся нам парадоксальными. Вот некоторые из этих 
фактов, пожалуй, наиболее характерные. 

Если а, Ь и с — конечные количественные числа, причем 
а + Ь = с , то сфа и сФЬ. Если отказаться от требования конеч¬ 
ности трех чисел а, Ь и с, то это положение перестает быть пра¬ 
вильным. Когда с — количественное трансфинитное число, то по 
крайней мере одно из слагаемых а и Ь также будет количествен¬ 
ным трансфинитным числом, причем одно или оба неравенства 
сфа, сФЬ заменяются равенствами * 2 . Этот факт обусловлен ука¬ 
занным выше различием между конечными и бесконечными мно¬ 
жествами. Он в свою очередь предопределяет различия между 
арифметикой конечных количественных чисел и арифметикой 
трансфинитных количественных чисел. Поэтому нет ничего не¬ 
лепого и противоречивого в том, что 

а-|-ѵ = а; ц.ѵ=а; а ѵ «=а, 

где ѵ — конечное и а — какое-либо трансфинитное число 3 . 
«Здесь лежит великий камень преткновения, который 
с давних времен не могли сдвинуть философы и математики и 
который побудил большинство из них выступить со всем упорст¬ 
вом и упрямством, со всей настойчивостью старого и, хотя и лож¬ 
ного, но тем не менее глубоко укоренившегося принципа против 
всяких попыток продвинуть хоть на шаг вперед учение о беско¬ 
нечном. Ученые обманывали себя допущением, буд¬ 
то является противоречием, если бесконечному 
множеству М присуще то же число, что него со¬ 
ставной ч а ст и М'» 4 . Иначе говоря, они абсолютизировали 


‘ НИМ, стр 179. 

2 Там же, стр 139 

3 Там же, стр 143. 

4 Та м же, стр. 139—140. 
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аксиому «целое больше каждой своей части», считали ее имею¬ 
щей силу в любой области, для объектов которой имеют смысл 
слова «целое» и «часть» *. 

Множество количественных натуральных чисел и множество 
порядковых натуральных чисел изоморфны; каждое из них явля¬ 
ется интерпретацией аксиоматики Пеано. Это обусловлено тем, 
что конечное множество, при любом порядке следования его эле¬ 
ментов, характеризуется одним порядковым натуральным чис¬ 
лом, а со стороны его численности — соответствующим ему коли¬ 
чественным натуральным числом. В случае трансфинитных чисел 
такая «неразличимость» порядковых чисел от количественных 
чисел не имеет места. Так, трансфинитные порядковые числа 
второго класса характеризуют все возможные порядки вполне 
упорядоченного счетного множества. Этот факт лежит в основе 
существенных различий между свойствами; присущими, с одной 
стороны, конечным порядковым числам, а с другой — трансфи¬ 
нитным порядковым числам второго класса. Например, если а — 
порядковое натуральное число, то а +1 = 14-а>а. В то же вре¬ 
мя 2 1 И-со=<*э, но о + \ф со есть число, непосредственно сле¬ 
дующее за о). Не будет парадоксальным и то 3 , что о) = 1+2Хсо, 
благодаря чему «со можно рассматривать и как четное и как не¬ 
четное число» 4 . Разве можно согласиться с Аристотелем, отри¬ 
цавшим актуальную бесконечность только потому, что, как он 
заметил, если ее признать, то надо согласиться и с тем, что чет¬ 
ное может равняться нечетному?! Значит, и в случае порядко¬ 
вых трансфинитных чисел мы имеем дело с новым родом чисел; 
свойства этих чисел надо исследовать и описывать согласно при¬ 
роде вещей, а не изготовлять их из набора предрассудков мно¬ 
говековой давности. 

Гаусс и Коши, а ранее Лейбниц высказывались против при¬ 
влечения в математику понятия актуальной бесконечности. Одна¬ 
ко, подчеркивал Кантор, анализ аргументации этих великих ма¬ 
тематиков показывает, что каждый из них исходил от некоторой 
посылки, в методологическом смысле ничем не отличающейся 
от исходной посылки Аристотеля. Ядро каждой такой посылки 


1 НИМ, стр. 141. 

2 Равенство 1+<о=со справедливо потому, что числа 1+со и со характери¬ 
зуют порядок двух вполне упорядоченных множеств, из коих каждое подобно 
множеству порядковых натуральных чисел. Этот факт можно иллюстрировать 
так. 

Лц— 1 , ..., 

^ 1 » ^ 2 * ^ 8 » •••» 

1, 2, 3, ..., /2, ... і 

* Действительно, 

Л\ Ь}, Ь%, 

1 , 2 , 3 , .... 

4 НИМ, стр. 26. 
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составляла вера в то, что трансфинитным числам присуще не¬ 
которое свойство, которое на самом деле присуще только конеч¬ 
ным числам. Как ни велик авторитет Аристотеля, Лейбница, 
Гаусса и Коши, надо признать, что их заключение о противоречи¬ 
вости понятия актуально бесконечного не является научно обос¬ 
нованным К 

Борьба Кантора с Кронекером и другими математиками — 
противниками понятия актуальной бесконечности сыграла поло¬ 
жительную роль. В процессе этой борьбы Кантор развил теорию 
множеств в некоторых пунктах и изложил ее основы в несколь¬ 
ких статьях, предназначенных для широкого круга читателей. 
Эта борьба показала, что для обоснования учения о множествах 
и для защиты его научной состоятельности нужна научная ме¬ 
тодология, а не теория познания Платона. 

Теологи считали, что понятие актуальной бесконечности не¬ 
совместимо с догматом религии о сотворении мира богом; это 
послужило причиной их выступлений против концепции Канто¬ 
ра 1 2 . Для теории множеств теологическая критика понятия акту¬ 
альной бесконечности ничего нового не дала; она основывалась 
только на аргументах, заимствованных из сочинений Аристоте¬ 
ля, Лейбница, Коши и других философов и математиков. Ответ 
Кантора названным философам и математикам был вместе с 
тем ответом и теологам; Кантор был прав, фактически оставляя 
критику последних без внимания. Но он был религиозным чело¬ 
веком и поэтому считал себя обязанным убедить теологов, что 
его учение не противоречит догматам религии; более того, он 
хотел обосновать их «гармоническое единство» 3 . С этой целью 
Кантор счел целесообразным расчленить понятие актуальной 
бесконечности на два вида: на понятие абсолютно бесконечного 
и понятие трансфинитной бесконечности. 

Необходимо различать, писал Кантор, два вида актуально 
бесконечного, по существу, принципиально отличных: «Во-пер¬ 
вых, поскольку оно осуществлено в высочайшем совершенстве, 
в совершенно независимом, внемировом бытии, іп Оео, где я на¬ 
зываю его абсолютно бесконечным или просто абсо¬ 
лютным; во-вторых, поскольку оно обнаруживается в зависи¬ 
мом, сотворенном мире, в-третьих, поскольку мышление может 
постигнуть его іп аЬзІгасІо, как математическую величину, число 
или порядковый тип В обоих последних отношениях, где, очевид¬ 
но, оно представляется как ограниченное, доступное еще увели¬ 
чению— и поскольку родственное конечному акту¬ 
ально бесконечное, — я называю его ТгапзПпіІит и резко 


1 НИМ, стр 80 

2 Там же, стр 120 

3 См в этой связи письмо Кантора к Г Энестрёму от 4 ноября 1885 года 
НИМ, стр 79 
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противопоставляю его Абсолютному» 1 . Трансфинитное мо¬ 
жет увеличиваться, абсолютно бесконечное недоступно увеличе¬ 
нию и поэтому математически неопределимо. Только теология 
способна исследовать абсолютно бесконечное; ей подобает опре¬ 
делить то, что можно сказать о нем человеческому уму. Транс¬ 
финитное же есть объект исследований философии и матема¬ 
тики. 

Для математики понятие абсолютной бесконечности совер¬ 
шенно чуждо. По своему существу оно догматично нс в меньшей 
мере, чем догматична и легенда о сотворении мира богом. Это 
понятие понадобилось Кантору только для того, чтобы разгра¬ 
ничить «сферу влияния» религии, философии и математики, 
«подчинить» вторую и третью первой и тем самым примирить 
теологов со своим учением. 

Избранный Кантором путь проложен давно. И до Кантора 
философы-идеалисты, порой и математики старались примирить 
науку и религию, для чего обычно начинали с «разграничения 
сфер» их влияния и «доказательств» приоритета второй над пер¬ 
вой. Порой казалось, что это им удалось. Но Кантору «не по¬ 
везло». Один из представителей теологии письменно уведомил 
Кантора, что его попытка поставить учение об актуальной бес¬ 
конечности в гармоническую связь с религией может быть приз¬ 
нана удавшейся лишь отчасти. Вы достигнете этого, — писал 
теолог, — если сделаете еще один шаг в сторону религии. Вы ут¬ 
верждаете, что бог сотворил ТгапзПпіІшп, поэтому я не вижу в 
понятия ТгапзПпііиш’а никакой опасности для религии 2 . Но Вы 
вместе с тем пишете, что бог был вынужден сотворить Тгапз- 
Гіпііиш только таким, каким он есть, и никаким другим. Против 
этого Вашего утверждения я категорически возражаю. Абсолют¬ 
ная свобода является одним из совершеннейших атрибутов бо¬ 
га; значит, необходимость творения чего бы то ни было не могла 
и не может иметь места. Если отрицать это, то надо признать, 
что мир существует вечно, а всемогущество и абсолютная сво¬ 
бода бога по своим возможностям ограничены. Кто из верую¬ 
щих согласится с таким нелепым противоречием? Откажитесь 
от этого «рокового заблуждения», и тогда Ваше учение о беско¬ 
нечном станет полностью согласующимся с религией. 

Признание необходимости божественного акта творе¬ 
ния — чего бы это творение ни касалось — противоречит духу 
христианской религии. Трудно поверить, что этот факт Кантор не 
знал. Почему же он сохранил в своих теолого-спекулятивных 
рассуждениях утверждение необходимости сотворения бо¬ 
гом актуальной бесконечности? Неужели Кантор не мог после¬ 
довать «доброму совету» теолога? 


1 НИМ, стр 90—91. 

2 Та м же, стр. 102. 
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Как мы видели, Кантор неоднократно и настойчиво подчер¬ 
кивал, что свойства актуальной бесконечности всецело опреде¬ 
ляются природой вещей, вследствие чего никто не может изме¬ 
нить их по произволу или присоединить к ним новое свойство. 
Это утверждение Кантора было основой его методологии, твор¬ 
ческое применение которой позволило ему получить выдающие¬ 
ся результаты. Оно помогло Кантору вести успешную борьбу с 
противниками понятия актуальной бесконечности. Отказ от это¬ 
го утверждения подрывал научные основы теории множеств и 
ставил Кантора в невыгодное положение перед лицом его про¬ 
тивников. Поэтому Кантор не мог реализовать совет теолога как 
в математических исследованиях, так даже и в теолого-спекуля¬ 
тивных рассуждениях. 

Характерен ответ Кантора на совет его корреспондента-тео- 
лога. Кантор сначала подчеркнул, что он понимает смысл сло¬ 
ва «необходимость» не так, как, к сожалению, понял его ува¬ 
жаемый критик. Говоря о необходимости, писал Кантор, «я не 
имел вовсе в виду говорить об объективной, метафизической не¬ 
обходимости акта творения, которой был бы подчинен бог, а б- 
солютно свободный» 1 . «Я хотел лишь указать, — пояснил 
далее Кантор, — на некоторую субъективную для нас необ¬ 
ходимость умозаключить от всеблагости и величия божия к фак¬ 
тически последовавшему (а не долженствующему 
последовать а рагіе Беі), сотворения не только Ріпйшп 
огбіпаішп, но иТгапзПпііит огсііпаіит» 2 . Ответ Кантора явля¬ 
ется уступкой теологии по форме, но не по существу. Вводная 
его часть позволяет предположительно заключить, что Кантор 
ради теологии был согласен отказаться от основы своей науч¬ 
ной методологии. Но подобное заключение ошибочно. В поясни¬ 
тельной части ответа Кантор соглашается признать, что бог со¬ 
здал ТгапзПпііит совершенно свободно, по своему усмотрению. 
Но способен ли бог изменить природу созданной им актуальной 
бесконечности? Этот вопрос Кантор обошел, благодаря чему по¬ 
лучилось, так, что раз созданный богом ТгапзПпііигп существу¬ 
ет и будет существовать вечно с ему присущими свойствами и 
законами. В этом смысле ТгапзПпіішп необходим; понятие бога 
ему безразлично. 

В нашей философской и атеистической литературе доказа¬ 
тельство несовместимости математики и религии обычно сводят 
к двум пунктам. Основа математики — неопровержимые исход¬ 
ные данные и точность логики, основа религии — вера; значит, 
математика и религия находятся в непримиримом противоречии. 
Это утверждение подтверждает история математики; ее факты 
говорят, что церковь и поддерживающие ее правительства неод- 


1 НИМ, стр 104, 121. 

2 Там же, стр 121. 
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нократно преследовали ученых-математиков. Приведенная аргу¬ 
ментация станет более веской, если пополнить ее конкретным 
анализом несовместимости научной методологии математики с 
догматами религии. Таков урок, который можно извлечь из не¬ 
удачной попытки Кантора примирить религию с математичес¬ 
ким учением о бесконечности. 

5. Парадоксы (антиномии) теории множеств 

Наряду с указанными выше трудностями построения теории 
множеств в ней были обнаружены парадоксы (антиномии), по¬ 
ставившие под сомнение учение Г. Кантора в целом. Эти пара¬ 
доксы стали объектом особого внимания м-атематиков. И, конеч¬ 
но, не случайно. Как указывалось выше, еще при жизни Канто¬ 
ра его теория множеств стала фундаментом всего здания 
математики, а ее методы — действенным орудием развития мно¬ 
гих ведущих математических теорий. 

Первый парадокс обнаружил сам Кантор в 1895 году и со¬ 
общил о нем в письме к Гильберту 1 . Через два года этот пара¬ 
докс обнаружил Бурали-Форти; он сделал его достоянием всех 
математиков 2 . 


Парадокс Бурали-Форти 

Пусть Р— множество всех порядковых чисел. Это множест¬ 
во вполне упорядочено; следовательно, оно определяет некото¬ 
рое ординальное трансфинитное число р. Если Р р — множество 
порядковых чисел, меньших р , то Р р имеет тот же порядковый 
тип, что и Р. Но Р р — отрезок множества Р, определяемый чис¬ 
лом р. Следовательно, Р и его отрезок Р р подобны друг дру¬ 
гу. Но Кантор доказал, что вполне упорядоченное множество не 
может быть подобно любому своему отрезку. 

В 1899 году Кантор открыл еще один парадокс и сообщил о 
нем Р. Дедекинду. В 1901 году этот парадокс привлек внимание 
Б. Рассела. 


Парадокс Кантора 

Пусть N — множество всех возможных множеств, 5 — множе¬ 
ство всех подмножеств множества N. Поскольку мощность мно¬ 
жества всех подмножеств любого множества имеет мощность, 
большую мощности этого множества, то мощность 5 должна 


1 А. Ргаепкеі. Баз ЬеЬеп Оеог^ Сапіогз; в кн.: О. Сапіог. Ое- 
зашшеііе АЫіапсНип^еп. Вегііп, 1932, 3. 470. 

8 С. В и г а 1 1-Р о г I і. ІІпа чиезііопе зиі пишегі ІгапзИпІ. КепШсопІі Сіг. 
шаЬ <іі Раіегшо, 1897. 

2*4 




быть больше мощности N. С другой стороны, множество N есть 
множество всех возможных множеств; следовательно, 5 являет¬ 
ся подмножеством N. Но мощность подмножества не больше 
мощности множества; значит, мощность 5 не больше мощно¬ 
сти N. 

Наибольшую известность приобрел парадокс, открытый 
Б. Расселом в 1902 году и опубликованный им в 1903 году. Этот 
парадокс открыл и Э. Цермело, но в печати его не опубликовал. 


Парадокс Рассела 


О некоторых множествах можно сказать, что они содержат 
себя в качестве своего элемента; таково, например, мно¬ 
жество всех множеств. Распределим все возможные множества 
на два класса. К первому отнесем все те множества, которые не 
содержат себя в качестве своих элементов. Ко второму 
отнесем все остальные множества, т. е. те, которые содержат 
себя в качестве элементов. Рассмотрим первый класс мно¬ 
жеств. Этот класс множеств в свою очередь является некоторым 
множеством N. а потому принадлежит к первому или ко второму 
классу. 

Допустим, что множество N принадлежит к первому классу. 
Первый класс — это класс множеств, каждое из которых не со¬ 
держит себя в качестве элемента. Но если N принадлежит к пер¬ 
вому классу, то, так как множество N есть множество всех мно¬ 
жеств первого класса, оно должно содержать и себя в качестве 
элемента. Итак, если множество N не содержит себя в качестве 
элемента, то оно содержит себя в качестве элемента, следователь¬ 
но, нельзя предполагать, что множество N принадлежит к перво¬ 
му классу. 

Предположим теперь, что множество N принадлежит ко вто¬ 
рому классу, т. е. содержит себя в качестве элемента. Но эле¬ 
ментами множества N являются только множества, не содержа¬ 
щие себя в качестве элемента. Следовательно, если N содержит 
себя в качестве элемента, то N не содержит себя в качестве эле¬ 
мента. Мы опять пришли к противоречию и вынуждены при¬ 
знать, что множество N не может ни принадлежать, ни не при¬ 
надлежать к первому классу. 

В наше время известны и другие парадоксы , . 


1 Литература, посвященная парадоксам (антиномиям), практически почти 
необозрима. Ограничимся указанием на следующие источники: С. К. Клин и. 
Введение в метаматематику, гл. III, § 11, пер. с англ. М., ИЛ., 1957, стр. 39—45; 
библиография, стр. 493—509; А. А. Френкель, И. Бар - X и л л е л. Основа¬ 
ния теории множеств, гл . I. М., сМир», 1966, стр. 11—30; библиография, стр. 
422—537; Е. Вогеі Ьез рагасіохез сіе Гіпііпі, 4 ё<1. Рагіз, 1946. 
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6. Аксиоматическое построение теории множеств 

по Цермело 

С начала XX века и до наших дней не прекращаются попыт¬ 
ки преодолеть трудности, связанные с построением и парадок¬ 
сами теории множеств. Установленные в этом направлении ре¬ 
зультаты не получили, однако, всеобщего признания. Если и 
можно говорить о ценных результатах, здесь найденных, то в 
первую очередь в связи с различными вариантами аксиоматиче¬ 
ского построения теории множеств. 

Впервые аксиоматическое построение теории множеств осу¬ 
ществил Э. Цермело в 1908 году 1 . Впоследствии аксиоматика 
Цермело была дополнена и видоизменена в работах А. Френкеля 
(1922, 1925), Т. Сколема (1922—1923, 1929), Дж. Неймана 
(1925, 1928), П. Бернайса (1937—1954) и других математиков 2 . 
Так, Френкель дополнил аксиоматику Цермело одной аксиомой, 
после чего получилась новая система аксиом — ее назвали си¬ 
стемой Цермело — Френкеля,—более сильная, чем исходная си¬ 
стема аксиом Цермело. В отличие от системы Цермело, обозна¬ 
чаемой обычно буквой 2, систему Цермело — Френкеля обозна¬ 
чают двумя буквами: 2Р. С помощью 2Р можно получить ряд 
фундаментальных результатов, не доказуемых с помощью 2 3 . 

Цермело сформулировал систему аксиом, в которой описал 
некоторые свойства множеств. Остальные свойства множеств, - 
установленные в теории множеств Кантора, Цермело пытался 
вывести из своих аксиом. 

Основной замысел Цермело состоял в том, чтобы ограничить 
область приложимости аксиоматики 2 только такими множест¬ 
вами, рассмотрение которых не приводит к парадоксам. Впо 
следствии, при разработке новых вариантов аксиоматики теории 
множеств, эта ограничительная тенденция получила всеобщее 
признание. Позволительно, однако, думать, что в одном сущест¬ 
венном пункте она не отвечает основным установкам и замыслу 
самого Г. Кантора. Кантор стремился развить теорию множеств 
во всей об щн ост и, как теорию, относящуюся к любым 
множествам; названная ограничительная тенденция была для не¬ 
го совершенно чуждой. 

Если принять систему 2, то в некоторых существенных пунк¬ 
тах теория множеств Кантора получит достаточное обоснование. 


1 Е. 2 е г т е 1 о. ІіпІегзисНипдеп иЬег сііе Огигкііадеп (іег Меп^епІеНге, I, 

МаіНешаІізсНе Аппаіеп, 65.1908, 261—281 См. также т. 59 этого журнала, 
стр. 514—516. 

2 Как указывалось выше, библиография работ названных математиков 
приведена в монографиях С. Клини, А Френкеля и И Бар-Хиллела. 

8 Кроме названной выше монографии А Френкеля и Бар-Хиллела, см 
Ван X а о и Р Мак-Ното и Аксиоматические системы теории множеств, 
пер. с франц М, ИЛ, 1963, стр. 16—30. 
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Обусловливается это следующими причинами В системе Церме- 
ло имеется так называемая аксиома выбора (раньше ее обычно 
называли просто аксиомой Цермело, в дальнейшем мы часто 
будем называть ее именно так). 

Если дано множество М, состоящее из множеств М, не пу¬ 
стых и без общих элементов, то из каждого множества N можно 
выбрать по одному элементу; совокупность выбранных элемен¬ 
тов образует новое множество Р. 

Впоследствии ортодоксальные последователи Г. Кантора не¬ 
редко изменяли формулировку аксиомы Цермело так, что она 
становилась утверждением существования: Для каждого мно¬ 
жества М множеств УѴ, не пустых и не имеющих общих элемен¬ 
тов, существует (по крайней мере одно) множество Р, содержа¬ 
щее по одному и только одному элементу из каждого множест¬ 
ва N 

Утверждение существования множества Р понималось, конеч¬ 
но, в смысле Кантора *. 

Опираясь на эту аксиому, Цермело доказал, что всякое 
множество может быть представлено в форме 
вполне упорядоченного множества, т е что 
мощность любого множества есть алеф Как ука¬ 
зывалось выше, этот факт обеспечивает возможность построения 
арифметики кардинальных трансфинитных чисел почти во всей 
общности. Достаточно сказать, что аксиома Цермело позволяет 
решить в утвердительном смысле проблему трихотомии и дает 
обоснование трансфинитной индукции. Только гипотеза контину¬ 
ума оставалась по-прежнему загадкой. Цермело мог утверж¬ 
дать, что мощность континуума есть алеф, но какое место на 
шкале алефов занимает с — это оставалось неизвестным К это¬ 
му можно только прибавить, что доказательства эквивалентно¬ 
сти друг другу некоторых форм гипотезы континуума также 
опираются на аксиому Цермело. 

Более десяти лет с момента опубликования мемуара Церме¬ 
ло приложения аксиомы выбора в основном ограничивались об¬ 
ластью теории функций действительного переменного Кроме 
указанных, можно, например, упомянуть приложения этой ак¬ 
сиомы в теории точечных множеств и, в частности, в теории из¬ 
меримых множеств. 

В. Серпинский опубликовал мемуар, посвященный исследо¬ 
ванию значения аксиомы Цермело в математике 1 2 Перечислив 
многочисленные приложения аксиомы Цермело в теории функ¬ 
ций действительного переменного, Серпинский указал, что эта 


1 Канторово толкование существования множества описано выше (часть 
вторая, глава третья, параграф 2) 

2 См В К Серпинский Аксиома 2егтеІо и ее роль в теории мно¬ 
жеств и в анализе «Математический сборник», 1924, т 31, ч 1 
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аксиома играет большую роль и в классическом математическом 
анализе. Приведем пример. 

Пусть }(х) —функция действительного переменного, опреде¬ 
лена на интервале (а, Ь). Говорят, что /(*) непрерывна в точке 
х 0 этогѳ интервала в смысле Коши, если для каждого положи¬ 
тельного числа е существует положительное число 6, такое, что 
неравенство \х —лг 0 1 <6 влечет за собой неравенство \((х) — 
—/(*о) | <е. Точно так же говорят, что І(х) непрерывна в точке 
х 0 этого интервала, в смысле Гейне, если для каждой последо¬ 
вательности х п чисел интервала (а, Ь) равенство Пт х п = х 0 

П—са 

влечет за собой равенство Пт !(х п )=І(х о). Серпинский показал, 

что эквивалентность определений непрерывности функций в точ¬ 
ке по Коши и по Гейне может быть доказана только с помощью 
аксиомы Цермело. 

В 20-х и 30-х годах XX века поле приложений аксиомы Цер¬ 
мело значительно расширилось. Можно, например, указать на 
исследования Биркгофа систем дифференциальных уравнений, в 
которых он применял трансфинитную индукцию. Особенно важ¬ 
но указать на теорию линейных операторов, которую Ж. Адамар 
в начале 30-х годов называл наиболее сильным методом иссле¬ 
дования современной математики Г Теория линейных операто¬ 
ров развивается на базе общего учения о множествах и пользу¬ 
ется аксиомой Цермело для установления некоторых важней¬ 
ших своих предложений. Широкое поле для применений 
аксиомы Цермело дали алгебра и топология. 

7. Трудности, связанные с аксиомой Цермело 

Своеобразие аксиомы Цермело заключается в том, что она 
не только является орудием отыскания новых математических 
фактов и придает известную общность учению о множествах, но 
и углубляет трудности обоснования математики. 

Одна из трудностей состоит в том, что, рассматривая впол¬ 
не определенные (в смысле Кантора) множества, с помощью ак¬ 
сиомы Цермело можно доказать существование множеств, неоп¬ 
ределимых в смысле Кантора. Вот пример. 

Рассмотрим все функции действительного переменного х, оп¬ 
ределенные на сегменте [0,1] и не равные на этом сегменте тож¬ 
дественно нулю. Разделим эти функции на пары, относя в одну 
пару такие две функции, которые отличаются только знаком 1 2 . 
По аксиоме Цермело, существует множество Р, включающее по 
одной и только одной функции каждой пары. Следовательно, со¬ 
гласно аксиоме Цермело, можно утверждать существование 


1 См., например: $. В а п а с Н. ТНбогІе сіез орёгаііопз Нпёаігез. ^агвга- 
Аѵа, 1932 . 

2 Т. е. функции [(х)п—[(х). 
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множества Р функций действительного переменного х, опреде¬ 
ленных на сегменте [ 0 , 1 ] и не равных на этом сегменте тождест¬ 
венно нулю, такого, что 

а) каковы бы ни были функции /\ и /2 множества Р, всегда 

/і + / 2 = 7^0 для любого х, О^х^І ; 

б) какова бы ни была функция ср(х), определенная на сег¬ 
менте [ 0 , 1 ] и не равная на нем тождественно нулю, существует 
одна, и только одна функция / множества Р, такая, что либо 
/+Ф= 0 , либо /—<р = 0 для любого х , О^х^І. 

Однако множество Р неопределенно в смысле Кантора, так 
как мы не можем сказать о любой функции <р(х), подчиняющей¬ 
ся выставленным условиям, принадлежит ли она Р или не при¬ 
надлежит К 

Другая трудность состоит в том, что с помощью аксиомы 
Цермело часто возможно определить класс множеств, в то вре¬ 
мя как ни одного объекта из этого класса определить (разли¬ 
чить) не удается. Например, согласно аксиоме Цермело сущест¬ 
вует класс неизмеримых множеств. Однако до сих пор никто не 
смог дать (построить) индивидуального примера неизмеримого 
множества. 

Чтобы убедиться в том, что из аксиомы Цермело следует су¬ 
ществование неизмеримых множеств, можно рассуждать так 1 2 . 

Пусть С — окружность, длина которой равна 1 , и а — какая- 
либо точка этой окружности. Обозначим через 5і« множество 
всех точек окружности С, отстоящих от а на дуговое расстояние, 
соизмеримое с единицей. Очевидно, что 5® есть счетное множе¬ 
ство. 

Пусть р — точка окружности С, отличная от а. Если 5? есть 
множество всех точек окружности С, отстоящих от р на дуговое 
расстояние, соизмеримое с единицей, то имеются только две 
возможности: 

1 ) 5« и 5? не имеют общих точек; 

2 ) и 5з тождественны. 

Случай 1) имеет место тогда, когда дуга (а, р) иррациональ¬ 
на; случай 2 ) —когда, напротив, дуга (а, р) рациональна. 

Таким образом, каждая точка у окружности С такая, что ду¬ 
га (а, у) иррациональна, определяет множество 5 Т .построен¬ 
ное так же, как и множества 5 а и 5? , Следовательно, окруж¬ 
ность С может быть разбита на совокупность попарно не пересе¬ 
кающихся множеств 5. Очевидно, что эта совокупность не¬ 
счетна. 


1 См.: \Ѵ. Зіегріпзкі. Ье^опз зиг Іез потЬгез ІгапзПпіз. Рагіз, 1923, 
р. 109. 

2 См.: А, Лебег. Интегрирование и отыскание примитивных функции, 
пер. с франц. М.—Л., Гостехиздат, 1934, стр. 300. 
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Согласно аксиоме Цермело, существует множество Я, со¬ 
держащее по одной точке каждого множества 5, это множество 
несчетное. 

Будем поворачивать около центра окружность С на углы, 
соизмеримые с я. При поворотах множество Я будет занимать 
на окружности С положения Я', Я", ... , Р( п \ ... , представляю¬ 
щие новые множества, не пересекающиеся попарно и конгруэнт¬ 
ные с множеством Р. Множества Я', Я", ... , Я< п >, ... вместе с Я 
целиком заполняют окружность С, т. е. 


С = Я + Я' + 


+ Я(") + 


• • « 




Если бы множество Я было измеримым и имело меру А,^0 
тогда бы мера окружности С, т. е. 1, равнялась бы сумме мер 
всех Я, т. е. 1 = ХТ-А,-К.. + Х+... , что невозможно. Следова¬ 
тельно, множество Я неизмеримо. 

С помощью аксиомы выбора можно прийти к заключениям, 
противоречащим ранее установленным (ставшим традиционны¬ 
ми) математическим представлениям. Например, базируясь на 
аксиоме выбора, С. Банах и А. Тарский доказали, что сферу мож¬ 
но разбить на конечное число неперекрывающихся частей, пере¬ 
мещая которые и прикладывая друг к другу в надлежащем по¬ 
рядке, можно получить новую сферу вдвое большего радиуса *. 

Ф. Хаусдорф разложил поверхность шара на три части, из ко¬ 
торых каждая (с точностью до счетного множества точек) на¬ 
кладывается на сумму двух остальных. Такое разложение сферы 
Хаусдорф осуществил с помощью аксиомы выбора. С точки зре¬ 
ния геометрической интуиции результат Хаусдорфа кажется па¬ 
радоксальным. В. Серпинский и Е. Мазуркевич построили при¬ 
мер плоского точечного множества (счетной мощности), которое 
разлагается на сумму двух других множеств, не имеющих общих 
точек, каждое из которых точно накладывается на целое множе¬ 
ство 1 2 . 

Конечно, все эти результаты кажутся очень парадоксальными. 
Парадоксальность эта, в конечном счете, связана с привычным — 
но неверным! — представлением, что каждая «фигура» имеет 
«площадь». (В примерах Банаха — Тарского и Хаусдорфа изме¬ 
римые множества разбиваются на неизмеримые компоненты; 
множества же, рассматриваемые Серпинским и Мазуркевичем, 
вообще неограниченны.) 


1 См по этому вопросу: Н. Н. Лузин. Собр. соч, т. II. М., Изд-во 
АН СССР, 1958, стр. 518. 

а \Ѵ. $ і е г р і п з к 1 еі Е. Магигкіеѵісг. $иг ип епзетЫе зирег- 
розаЫе аѵес сЬасиие бе зез беих рагііез, Сошріез Репбиз, 1. 158, р. 618 
(2 тагз, 1914). 
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8. Проблема существования в математике 

В конце XIX и начале XX века исследования по вопросам 
обоснования математики имели в виду преимущественно преодо¬ 
ление следующих основных трудностей. 

1. Теория множеств в это время стала фундаментом матема¬ 
тики, а ее методы — основой методов ведущих математических 
дисциплин. Вместе с тем сама теория множеств оказалась не¬ 
обоснованной в ряде решающих пунктов (гипотеза континуума; 
проблема упорядочивания). 

2. В теории множеств были обнаружены парадоксы (антино¬ 
мии), устранение которых — как показали исследования матема¬ 
тиков и логиков, начиная с Рассела — оказалось отнюдь не прос¬ 
тым делом. 

3. Парадоксы теории множеств оказались имеющими не толь¬ 
ко математическую, но и логическую природу; в этой связи ес¬ 
тественно возник вопрос о средствах логики, допустимых в 
математике. 

Эти трудности поставили перед математиками проблему по¬ 
нимания существования в применении к математическим 
объектам. 

Чтобы лучше уяснить смысл проблемы существования, уста¬ 
новим сначала различия между так называемыми эффективны¬ 
ми и неэффективными доказательствами существования. Эти 
различия мы постараемся описать соответственно представле¬ 
ниям, господствовавшим в математике примерно до конца 
30-х — начала 40-х годов XX века. 

Докажем, что каковы бы ни были натуральные числа 
Я і,..., Я п , существует натуральное число Я, взаимно простое с 
каждым из этих чисел. Рассмотрим число Я = Я Г ...*Я 71 +1; при де¬ 
лении на любое из чисел Я ь Я 2 ,..., Я п это число дает в остатке К 
Следовательно, оно взаимно просто с каждым из чисел Я ь Я, 2 ,..., 
Р п . Итак, число Я существует. 

Это доказательство эффективно. Мы доказали существование 
числа Я тем, что показали, как с помощью обычных арифметиче¬ 
ских действий найти это число. К числу эффективных доказа¬ 
тельств относятся также доказательства формул для решения 
алгебраических уравнений третьей и четвертой степеней,доказа¬ 
тельство существования определенного интеграла от непрерыв¬ 
ной функции и т. п. При этом, естественно, считаются обоснован¬ 
ными соответствующие алгебраические операции, арифметика 
действительных чисел и операция перехода к пределу. 

Вообще всякое эффективное доказательство тем и характери¬ 
зуется, что с помощью так или иначе обоснованных посылок оно 
позволяет индивидуально охарактеризовать (вы¬ 
числить, построить и т. п.) объект, существование которого 
доказывают. 

16 В. Н. Молодший 
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Рассмотрим теперь другой пример Число называется алгеб¬ 
раическим, если оно является корнем какого-либо алгебраическо¬ 
го уравнения с целыми коэффициентами Например, число У2 ал¬ 
гебраическое, так как оно является корнем уравнения х 1 2 —2 = 0 
Напротив, число, не удовлетворяющее никакому алгебраическо¬ 
му уравнению с целыми коэффициентами, называется трансцен¬ 
дентным числом. Докажем, следуя Кантору, существование 
трансцендентных чисел. Известно, что множество всех алгебра¬ 
ических чисел счетно, в то время как множество всех действи¬ 
тельных чисел несчетно. Если бы трансцендентные числа не су¬ 
ществовали, каждое действительное число было бы алгебраичес¬ 
ким и, следовательно, множество всех действительных чисел было 
бы счетным. Чтобы избежать противоречия, остается принять, 
что трансцендентные числа существуют, хотя доказательство 
Кантора не дает нам ни одного примера трансцендентного 
числа К Это пример неэффективного доказательства. В неэф¬ 
фективных доказательствах существования (основанных, на¬ 
пример, на принципе исключенного третьего) не 
дается никакого примера объектов, существо¬ 
вание которых доказывается 

Раньше математики рассуждали просто: если исходные пред¬ 
посылки верны и если вести доказательство согласно законам 
обычной логики, то и полученный результат также будет верен 
Обычная логика (включающая закон исключенного третьего) 
рассматривалась при этом как наука об универсальных, ничем 
не ограниченных способах мышления и доказательства. Благо¬ 
даря этому большинство математиков считало допустимыми как 
эффективные, так и неэффективные доказательства существо¬ 
вания математических объектов Когда, например, Дирихле 
впервые применил в теории чисел метод неэффективных 
доказательств существования, этот метод не вызвал возра¬ 
жений 

После выявления названных выше трудностей обоснования 
теории множеств, в особенности после опубликования работ 
Цермело, мнение многих математиков о неэффективных доказа¬ 
тельствах существования резко изменилось 

Сомнение вызывала прежде всего сама аксиома Цермело, так 
как по своему существу она является утверждением существо¬ 
вания Множество положительных рациональных чисел упоря¬ 
дочено по величине его элементов Это множество можно переу¬ 
порядочить по «высоте» его элементов, после чего оно станет 


1 Впервые индивидуальные трансцендентные числа построил И Лнувнлль 

(1844—1851) См Ф Рудио Обзор истории задачи о квадратуре круга, 
в кн «О квадратуре круга», пер с нем, под ред и с примечаниями 
С Н Бернштейна М—Л, Гостехиздат, 1934 
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вполне упорядоченным *. Множество комплексных чисел можно 
упорядочить различными способами 1 2 . 

Но можно ли переупорядочить математический континуум 
так, чтобы полученное после этого множество стало вполне упо¬ 
рядоченным? Это не ясно. Однако утверждение возможности та¬ 
кого переупорядочивания является прямым следствием аксиомы 
Цермело. 

С помощью аксиомы Цермело можно дать только неэффек¬ 
тивные доказательства существования. Имевшиеся в начале XX 
века средства построения математических объектов чаще все¬ 
го не могли помочь математикам подтвердить конструктивно 
(эффективно) большинство ее следствий 3 . Поэтому, естествен¬ 
но, напрашивается вопрос: существуют ли неизмеримые и т. п. 
множества, существуют ли многие их тех объектов, существова¬ 
ние которых можно доказать с помощью аксиомы Цермело? 

Парадоксы теории множеств явились дополнительным (но не 
единственным) основанием поставить под сомнение не только не¬ 
эффективные доказательства существования, базйрующиеся на 
аксиоме Цермело, но и любые неэффективные доказательства 
существования математических объектов. Можно ли, спраши¬ 
вали математики, высказывавшие эти сомнения, считать су¬ 
ществующим математический объект, который 
мы не умеем построить, множество, ни одного 
элемента которого мы не сумеем указать? 4 . 

Какое значение имели сомнения в правомерности неэффектив¬ 
ных доказательств существования для математики начала XX 
века? Очень большое! Они, по сути, ставили под сомнение кон¬ 
цепцию Кантора, теоретико-множественное обоснование мате¬ 
матики и ряд конкретных результатов классических математи¬ 
ческих теорий. 

Проблема существования для математики — не новость. Как 
указывалось выше (глава первая, часть вторая), проблема су¬ 
ществования— в соответствующей, конечно, постановке, — воз¬ 
никла в математике древней Греции; ею занимались пифаго¬ 
рейцы и элеаты. Чтобы преодолеть трудности, связанные с этой 


1 Кантор назвал высотой положительного рационального числа — число 

Я 

р + д (р и < 7 — взаимно простые натуральные числа). Упорядочив это множе¬ 
ство по высоте его элементов, Кантор установил его счетность. 

2 См. по этому вопросу: В. Н. М о л о д ш и й. Основы учения о числе в 
XVIII и начале XIX века. М., Учпедгиз, 1936, Приложение № 8 . 

3 Впоследствии такого рода подтверждения аксиомы Цермело искали 
В. Серп и некий и другие математики. 

4 Начало нового этапа критики теоретико-множественной концепции 
Г. Кантора целесообразно отнести к статьям Э. Бореля и А. Лебега, а также 
к последовавшей за ними переписке между Адамаром, Борелем, Бэром и 
Лебегом. См.: ё. В о г е I. ІІе^опз зиг Іа Ійеогіе сіез Гопсііопз. Рагіз, 
1914, поіе IV. 


16 * 
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проблемой, Евклид считал существующими в геометрии только 
те объекты, которые можно построить с помощью проведения 
окружностей и прямых. Новое в постановке проблемы существо¬ 
вания в математике начала XX века состояло в том, что эта 
проблема много шире и глубже, чем раньше, захватила основ¬ 
ные вопросы обоснования математики и логики и оказалась тес¬ 
но связанной и с философией. 


9. О философском аспекте трудностей 
теоретико-множественного обоснования математики 

Абстракность и общность теории множеств Г. Кантора, ра¬ 
нее в математике не встречавшейся, при одновременной воз¬ 
можности применять ее методы к решению сложных вопросов 
классических математических теорий, естественно, направляли 
внимание математиков и философов на ее гносеологические ос¬ 
нования. Эта философская проблема приобрела большое значе¬ 
ние и отчетливо обозримое содержание, когда в теории мно¬ 
жеств были обнаружены парадоксы, сформулированы гипотеза 
континуума и аксиома выбора и, наконец, поставлена проблема 
существования. В связи со всем этим возникли две гносеологи¬ 
ческие проблемы, относящиеся ко всей математике: 

I. Какие абстракции (приемы абстрагирования, идеализа¬ 
ции и т. п.) — словом, какие приемы образования математичес¬ 
ких понятий, какие способы построения («конструирования») 
математических объектов допустимы? 

II. Какова природа математических доказательств и каковы 
критерии их правомерности (допустимости, корректности)? 

Решить эти проблемы средствами одной математики невоз¬ 
можно; для их решения необходимо привлечение средств логи¬ 
ки и научной методологии. Поэтому в XIX—XX вв. в среде мате¬ 
матиков пробудился живой интерес к философии. С помощью 
идей философии, средств математики и логики они пытались 
найти ответы на эти две гносеологические проблемы и в этой свя¬ 
зи преодолеть трудности роста и обоснования математики. 

Чтобы описать этот процесс и выделить его положительные 
(и отрицательные) результаты — как философские, так и мате¬ 
матические,— необходимо ознакомиться с аксиоматическим ме¬ 
тодом и математической логикой со стороны их содержания, 
развития и философской проблематики. Наши «Очерки» мы за¬ 
кончим анализом содержательного и полуформального аксиома¬ 
тического метода, в связи с его развитием от Евклида до Д. Гиль¬ 
берта и Дж. Пеано. Рассмотрение результатов математиков и 
логиков XX столетия, направленных на преодоление (философ¬ 
ских и математических) трудностей обоснования математики, 
должно составить объект самостоятельной работы. 
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ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 

АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД 


В процессе развития аксиоматического метода — от «Начал» 
Евклида до нашего времени — отчетливо выделяются три основ¬ 
ных периода: 1) период содержательной аксиоматизации; 2) пе¬ 
риод полуформальной аксиоматизации; 3) период формальной , 
или формализованной, аксиоматизации *. В этой связи можно 
говорить о содержательных, полуформальных и формализован¬ 
ных системах аксиом теорий. 

Каждая следующая форма аксиоматизации не была отрица¬ 
нием предшествующей; она была ее обобщением как по суще¬ 
ству, так и по действенности в приложениях. В наше время 
аксиоматическое построение большинства научных теорий — 
в математике, естествознании и технике — осуществляется 
по принципам полуформальной и содержательной аксиоматиза¬ 
ции. Формализованные системы аксиом разработаны для тео¬ 
рий, относящихся преимущественно к фундаменту математи¬ 
ки. Таковы формализованные системы аксиом ряда разделов 
математической логики, формализованные аксиоматики тео¬ 
рии множеств, арифметики натуральных и действительных 
чисел. 


1 По вопросу о периодизации истории аксиоматического метода с м: 
С. К. К л и и и. Введение в метаматематику. М., ИЛ, 1957; А. Френкель, 
И. Бар-Хиллел. Основания теории множеств. М., «Мир», 1966; А. С. Е с е- 
нин-Вольпин. Об аксиоматическом методе. «Вопросы философии», 1959, 
Я? 7; В. Н. Садовский. Аксиоматический метод построения научного зна¬ 
ния. Сб. «Философские вопросы современной формальной логики». М., Изд-во 
АН СССР, 1962. Возможна другая, чем предложенная в тексте, периодизация 
истории аксиоматического метода; она связана с учетом различий в спосо¬ 
бах доказательства непротиворечивости полуформальных и формализованных 
систем аксиом. См.: П. С. Новиков. Элементы математической логики. М, 
Физматгиз, 1959; введение. 
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Принципы содержательной аксиоматики господствовали при¬ 
мерно до середины прошлого века. Полуформальный аксиома¬ 
тический метод получил отчетливое оформление в последней 
четверти XIX века. Датой рождения формализованного аксио¬ 
матического метода принято считать 1904 год, когда Гильберт 
выдвинул основные принципы формализации математики *. 


Глава первая 

СОДЕРЖАТЕЛЬНАЯ АКСИОМАТИЗАЦИЯ ТЕОРИИ 

1. Характеристика содержательной аксиоматизации 

теории 

При построении математической (физической) теории на со¬ 
держательной системе аксиом аксиомы описывают основные 
свойства, отношения и связи объектов из одной области объек¬ 
тов. Последние получают прямое определение (истолкование, 
описание) до задания списка аксиом рассматриваемой теории. 
Используемые при доказательствах средства логики не получа¬ 
ют какого-либо описания или уточнения; предполагается исполь¬ 
зование «обычной» фромальной логики, восходящей к Аристо¬ 
телю. 

Исходным пунктом развития содержательного аксиоматиче¬ 
ского метода были исследования древнегреческих математиков 
и философов. Здесь имели существенное значение работы Пифа¬ 
гора и пифагорейцев, Зенона, Элейского, Архита, Теэтета, Ев¬ 
докса, Аристотеля и частично Платона . Аксиоматический метод 
оформился и стал применяться в математике, по-видимому, в 
школе Пифагора. Он получил дальнейшее развитие и нашел ши¬ 
рокое применение в IV—III веках до н. э., когда в древней Гре¬ 
ции началась разработка системы геометрии как фундамента 
здания математики в целом. 

Наиболее совершенное для своего времени содержательно¬ 
аксиоматическое построение геометрии как основы и методоло¬ 
гии всей математики разработал Евклид и описал в своих «На¬ 
чалах» (около 300 года до н. э.) 1 2 . 


1 См.: Д. Гильберт. Основания геометрии, пер. с седьмого нем. изда¬ 
ния И. С. Градштейна, под ред. и с вступительной статьей П. К. Рашевского. 
М,—Л , Гостехиздат, 1948; Добавления VII—X. 

2 См.: Евклид. Начала, пер. с греч. и комментарии Д. Д. Мордухай- 
Болтовского. М.—Л., Гостехиздат, кн I—VI, 1948; кн. VII—X, 1949; XI—XV, 
1950. В комментариях собран интересный материал, относящийся к эволюции 
доказательств геометрических теорем. См. также: В. Ф. К а г а н. Основания 
геометрии, т. I. М.—Л., Гостехиздат, 1949, гл. I. 
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2. «Начала» Евклида как образец содержательной 

аксиоматизации теории 

Фундамент «Начал» составляют определения, посту¬ 
латы и аксиомы. 

Определения Евклида в книгах I, II, III, VI и XI допускают 
только одно реальное истолкование, в котором нетрудно усмот¬ 
реть идеализированные образы наших элементарных простран¬ 
ственных представлений. Первая книга «Начал» содержит 23 
определения, одиннадцатая — 28. Евклид описывает в этих оп¬ 
ределениях понятия точки, прямой, плоскости, угла, круга, тре¬ 
угольника, квадрата и других плоских фигур, описывает прост¬ 
ранственные фигуры — пирамиду, призму, сферу, цилиндр, в ча¬ 
стности пять правильных многогранников *. 

Определения Евклида — итог многовековой эволюции абстра¬ 
гирующей деятельности людей, начало которой восходит к на¬ 
родам древних Египта и Вавилона. Представления, лежащие в 
основе этих определений, доказали свою практическую значи¬ 
мость на огромном числе применений и поэтому стали воспри¬ 
ниматься как непосредственно очевидные. Аристотель требовал, 
чтобы определения любой теории были непосредственно оче¬ 
видны. 

В первой книге «Начал» приводится прежде всего полный 
список определений, а затем формулируются постулаты и акси¬ 
омы. Это вполне естественно. Постулаты и аксиомы Евклида 
выражают основные свойства пространственных форм, описан¬ 
ных в определениях. 

В «Началах» постулаты и аксиомы имеют существенно раз¬ 
личное содержание и играют различную роль. 

Постулаты Евклида — это требования считать всегда «иде¬ 
ально» осуществимыми некоторые элементарные построения, к 
конечным цепочкам которых сводится построение геометриче¬ 
ских фигур, изучаемых в «Началах». Иначе говоря, постулаты— 
это основа геометрических алгоритмов, используе¬ 
мых Евклидом при изучении свойств геометрических фигур. 
Евклид принимает пять постулатов. 

Постулаты (у Евклида—требования) 1 2 

«Допустим: 

1 . Что от всякой точки до всякой точки <можно> провести 
прямую линию. 

2. И что ограниченную прямую <можно> непрерывно про¬ 
должить по прямой. 

3. И что из всякого центра и всяким раствором <может 
быть> описан круг. 

1 В кн. V, VII—X определения относятся к учению о числе и методу ис¬ 
черпывания. Евклид обосновывает эти определения на базе геометрии 

2 Кн. I, стр. 14. 
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4. И что все прямые углы равны между собой. 

5 . И если прямая, падающая на две прямые, образует внут¬ 
ренние и по одну сторону углы, меньшие двух прямых, то про¬ 
долженные эти две прямые неограниченно встретятся с той сто¬ 
роны, где углы меньше двух прямых». 

Справедливость сказанного о содержании и роли постулатов 
в отношении трех первых из них сомнений не вызывает. Чет¬ 
вертый постулат обеспечивает однозначность продолжения от¬ 
резка прямой в обе стороны. Пятый постулат дает эффективный 
критерий, с помощью которого можно ответить на вопрос: когда 
задача отыскания точки пересечения двух прямых должна счи¬ 
таться решенной? 

Аксиомы Евклида—это описания свойств любых величин. 
Они — «предельно всеобщие» истины, их отрицание «невозмож¬ 
но». Так трактовал аксиомы Аристотель. В первой книге «На¬ 
чал» Евклид приводит девять аксиом. 

Общие понятия (аксиомы). 

«1. Равные одному и тому же равны и между собой. 

2 . И если к равным прибавляются равные, то и целые будут 
равны. 

3. И если от равных отнимаются равные, то остатки будут 
равны. 

[4. И если к неравным прибавляются равные, то целые будут 
не равны.] 

5. И удвоенные одного и того же равны между собой. 

6 . И половины одного и того же равны между собой. 

7. И совмещающиеся друг с другом равны между собой. 

8 . И целое больше части. 

[9. И две прямые не содержат пространства]»'. 

В «Началах» аксиомы играют роль правил вывода. Вместе с 
логикой Аристотеля аксиомы представляют логический компо¬ 
нент теории доказательства «Начал». Но аксиомы и логика Ари¬ 
стотеля не исчерпывают теорию доказательства «Начал». 

Аристотель утверждал, что определение не гарантирует су¬ 
ществования определяемого объекта. Он указывал, что для до¬ 
казательства существования определяемого объекта нужен или 
новый постулат, или конструктивное воспроизведение этого объ¬ 
екта с помощью ранее принятых постулатов. Евклид в «Нача¬ 
лах» следует этим идеям Аристотеля. Он постулирует возмож¬ 
ность построения круга и проведения прямой через две точки, 
после чего показывает, как («идеально точными» циркулем и ли¬ 
нейкой) построить любую изучаемую им геометрическую фигуру. 
Только после конструктивного воспроизведения геометрической 
фигуры Евклид доказывает относящиеся к ней теоремы, осно- 


1 Квадратные скобки выделяют те аксиомы, которые, возможно, отсутст¬ 
вовали у Евклида и были включены в текст «Начал» их комментаторами. 
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вываясь на аксиомах и логических умозаключениях. В «Нача¬ 
лах» постулаты столь же необходимые компоненты доказа¬ 
тельств, как аксиомы и силлогизмы. 

Обычно говорят, что «Начала» Евклида представляют собой 
классический образец содержательно-аксиоматического построе¬ 
ния математической теории. Это, конечно, верно. Вместе с тем 
«Начала» могут быть названы и конструктивной теорией, так как 
в них изучаются только те объекты, возможность построения ко¬ 
торых обеспечивается принятыми в ней постулатами. Следова¬ 
тельно, можно сказать, что «Начала» Евклида—это классичес¬ 
кий пример конструктивно-аксиоматического построения мате¬ 
матической теории. 

Если ознакомиться с последующими изданиями «Начал» и с 
комментариями к ним, а также с многочисленными теоретиче¬ 
скими курсами математики, в частности геометрии, то легко 
убедиться в тсгм, что систематически проводимое впоследствии 
конструктивно-аксиоматическое построение геометрии всегда 
имело образцом это величественное творение Евклида. Конечно, 
посылки «Начал» не остаются неизменными; не остается неиз¬ 
менной и вся система геометрии. В этой связи достаточно со¬ 
слаться на многочисленные попытки улучшить евклидову тео¬ 
рию параллельных, а также упомянуть реформу учебников эле¬ 
ментарной геометрии, в известной мере осуществленную 
А. М. Лежандром, Э. Везу, С. Ф. Лакруа, М. В. Остроградским 
и другими в соответствии с планом Даламбера 1 . Даламбер ут¬ 
верждал, что в учебниках геометрии преобладающее значение 
должны иметь вопросы метрической геометрии: измерение длин, 
площадей и объемов. В этой связи Даламбер рекомендовал 
использовать в курсах геометрии понятие числа, бесконечности 
(понятия предела) и движения 2 . Евклид же в «Началах», как 
известно, старался не прибегать к идеям бесконечности и дви¬ 
жения. 

От начала XIX века до его последней четверти математики 
в подавляющем большинстве не были ортодоксальными после¬ 
дователями Евклида. Жизнь заставила их строить курсы гео 
метрии в соответствии с планом Даламбера. Но в одном из цен¬ 
тральных пунктов методологии геометрии математики беспреко¬ 
словно шли за Евклидом. Они строго различали аксиомы и 
постулаты. Их курсы содержали евклидову геометрию, построен¬ 
ную в соответствии с требованиями конструктивно-аксиоматиче¬ 
ского обоснования математической теории. 


1 План реформы учебника геометрии, разработанный Даламбером, очер¬ 
чен им в статье «Геометрия», опубликованной в VII томе «Энциклопедии» в 
1957 году (Епсусіорёбіе ои бісііоппаіге гаізоппё без зсіепсез без агіз еі без 
шёііегз. Рагіз ,1751 —1780). 

2 См. по этому вопросу: В. Ф. Каган. Лобачевский. М.—Л., Изд-во 
АН СССР, 1944, стр. 87—99. 
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3. Платон, Аристотель и методология «Начал» Евклида 

Платон учил, что обращение к чувствам не дает истинного 
знания. Познать — значит вспомнить. Человек должен игнори¬ 
ровать показания чувств, погружаться в глубину своей души, 
чтобы она вспомнила то, что когда-то видела в вечном и неиз¬ 
менном мире идей. Основываясь на таком понимании процесса 
познания, Платон утверждал, что геометрия, к сожалению, не 
является той наукой, какой он хотел бы ее видеть. Геометры, 
говорил Платон, не возвышают свою науку до познания сущего, 
вечного, так как связывают свои рассуждения и выводы с чув¬ 
ствами, с преходящим: «Ведь они говорят очень смешно и под¬ 
чиняются необходимости, ибо, как будто делая что-нибудь и для 
дела повторяя все свои термины, построим, говорят, четырех¬ 
угольник, проведем или продолжим линию, и издают все подоб¬ 
ные звуки, между тем как целая эта наука назначается для 
знания». Геометрию надо изучать не так, «как обыкновенно 
изучают ее геометры, которые, останавливаясь только на фигу¬ 
рах, подлежащих чувствам, о фигурах, свободных от всякой ма¬ 
териальной примеси, не хотят и думать». Кто желает получить 
от геометрии истинную пользу, учил Платон, «тот должен от¬ 
влекать свой ум от вещей видимых, созерцать бестелесное и 
смотреть на самую величину и на все ее отношения вне мате¬ 
рии» *. 

Платон третировал стремление выдающихся древнегреческих 
ученых подтверждать свои рассуждения и выводы в геометрии 
соответствующими конструкциями. Аристотель, напротив, одоб¬ 
рял эти их действия. «Свойства геометрических построений,— 
писал Аристотель, — отыскиваются через обращение к действи¬ 
тельности: мы их находим, производя нужные разделения... Та¬ 
ким образом, ясно, что свойства, существующие в возможности, 
открываются нами, если дать им выражение в действитель¬ 
ности» 1 2 . 

В теории доказательства и в понимании критерия истины в 
математике Евклид не был последователем Платона. В основ¬ 
ных пунктах методологии Евклид следовал идеям Аристотеля. 

Глава вторая 

ПОЛУФОРМАЛЬНАЯ АКСИОМАТИЗАЦИЯ ТЕОРИИ 
1. Характеристика полуформальной аксиоматизации теорий 

В случае полуформальной аксиоматизации математической 
теории понятия об основных ее объектах не получают конкрет¬ 
ного истолкования, или, что то же, не получают прямого опре- 

1 Платон. Политика или государство, Сочинения, пер. Карпова. СПб., 
1863, ч. III. стр. 350, 372 и след. 

2 Аристотель. Метафизика, пер и прим А. В. Кубицкого. М.—Л., 
Соцэкгиз, 1934, стр. 161. 
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деления. Они определяются косвенно, с помощью списка относя¬ 
щихся к ним аксиом. Последние задаются как описания струк¬ 
туры отношений и связей, в которых могут выступать основные 
объекты. Как и в случае содержательной аксиоматизации, при 
доказательствах теорем используются средства «обычной» фор¬ 
мальной логики. 

При полуформальной аксиоматизации математической тео¬ 
рии, ее аксиомы, а значит, и теоремы, справедливы для объек¬ 
тов различных областей объектов, с одинаковой, описанной в 
аксиомах, структурой отношений и связей между объектами. 
Каждую такую область объектов называют моделью или интер¬ 
претацией аксиоматизированной теории. 

Всеобщность и действенность содержательной аксиоматиза¬ 
ции математических теорий были впервые поставлены под сом¬ 
нение в первой половине XIX века в связи с открытием гипербо¬ 
лической геометрии. Лобачевский, Бойяи и Гаусс показали оши¬ 
бочность веры в абсолютную истинность геометрии Евклида и 
выявили несостоятельность точки зрения Лейбница, согласно 
которой определения влекут за собой аксиомы. Аксиомы ока¬ 
зались не абсолютными истинами, отрицание которых недопу¬ 
стимо, а утверждениями локального действия, гипотезами, 
истинность коих надо проверять опытным путем либо путем 
сведения к ранее установленным математическим истинам. 
Эта новая точка зрения на аксиомы была впервые развита 
Риманом в его лекции «О гипотезах, лежащих в основании гео¬ 
метрии» *. 

Трактовка цели и средств аксиоматизации математической 
теории существенно изменилась во второй половине XIX века, 
когда стало ясным, что каждая математическая теория допуска¬ 
ет различные истолкования (интерпретации). В этой связи была 
осознана целесообразность — а порой и необходимость — такого 
аксиоматического построения математических теорий, при кото¬ 
ром любая из них выступала бы как всеобщая теория, заключе¬ 
ния которой верны для объектов любых ее интерпретаций. Ста¬ 
ло также ясным, что конструктивное воспроизведение (или опи¬ 
сание) объектов в какой-либо интерпретации теории не может 
обеспечить доказательствам ее теорем необходимую общность и 
строгость. Возникла необходимость в каждой аксиоматизиро¬ 
ванной теории проводить доказательства теорем чисто логиче¬ 
ски, основываясь только на исходных аксиомах и данных логи¬ 
ки. Под «данными логики», как и при содержательной аксиома¬ 
тизации, понимали законы и правила умозаключений обычной 
формальной логики. Универсальная приложимость последней в 


1 В связи со сказанным см.: Н. Б у р б а к и. Очерки по истории матема¬ 
тики. М, ИЛ, 1963, стр. 25; Б. Риман. Сочинения. М.—Л., Гостехиздат, 1948, 
стр. 279—294, 
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любой математической теории считалась само собой разумею¬ 
щейся. 

Для аксиоматического построения (обоснования) математи¬ 
ческих теорий, в новом его понимании, существовавшие системы 
аксиом оказались недостаточными. В отношении посылок «На¬ 
чал» этот факт стал осознаваться начиная с первой половины 
XIX века, в связи с разработкой основ проективной и неевклидо¬ 
вой геометрий, геометрии л-мерных пространств и учения о не¬ 
прерывности ! . Интерес к этим исследованиям значительно воз¬ 
рос, когда Э. Бельтрамн, Ф. Клейн и А. Пуанкаре построили раз¬ 
личные «реальные» интерпретации гиперболической геометрии. 

В 1882 году Паш сформулировал основную задачу обосно¬ 
вания геометрии, указав, что основные положения геометрии 
должны охватить весь эмпирический материал, необходимый 
математику, чтобы, установив их, ему уже не приходилось воз¬ 
вращаться к чувственному восприятию 1 2 . Паш разработал и 
включил в аксиоматику евклидовой геометрии три группы ак¬ 
сиом: аксиомы соединения, аксиомы порядка и аксиомы конгру- 
ентности. Гильберт упростил и усовершенствовал аксиомы Па¬ 
ша и включил их в I, II и III группы аксиом своих «Оснований 
геометрии». В это же время итальянская школа, во главе с Пе- 
ано, также стала заниматься разработкой аксиоматики геомет¬ 
рии Евклида. В работе «Логически изложенные основания гео¬ 
метрии» 3 . Пеано исследовал аксиомы соединения и порядка. 
Ученик Пеано М. Пиери разработал своеобразную аксиоматику 
евклидовой геометрии. В системе Пиери основных понятий толь¬ 
ко два: «точка» и «движение». Движение трактуется как взаим¬ 
но-однозначное отображение совокупности точек в себя: допол¬ 
нительные требования к этому понятию содержатся в аксиомах 
Пиери. 

В школе Пеано внимание исследователей привлекла также 
проблема аксиоматического обоснования арифметики натураль¬ 
ных чисел. Полуформальная система аксиом арифметики нату¬ 
ральных чисел была разработана Дедекиндом и Пеано 4 . Систе¬ 
ма аксиом арифметики действительных чисел была впервые 


1 См.: П. К. Рашевский. «Основания геометрии» Гильберта и их ме¬ 
сто в историческом развитии вопроса в кн.: Д. Гильберт. Основания гео¬ 
метрии, пер. с седьмого нем. изд. М.—Л., Гостехиздат, 1948. Основы учения о- 
непрерывности стали разрабатываться во второй половине XIX века. 

2 См.: М. РазсЬ. Ѵогіезип&еп ііЬег пеие Оеошеігіе. Ьеіргід, 1882. 

3 О. Р е а п о. I ргіпсіріі сіі деотеігіа Іо^ісашепіе ехзрозШ. Тогіпо, 1889. 

А См.: Р. Дедекинд. Что такое числа и для чего они служат 
«Сборник научно-популярных статей по основаниям арифметики». Казань» 
1906, стр. 101—178. Впервые эта работа Дедекинда была опубликована в 
1887. 
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разработана Д. Гильбертом В школе Пеано были поставлены 
узловые вопросы аксиоматизации математических теорий. Это — 
вопросы о совместности и взаимной независимости аксиом, а 
также о полноте систем аксиом. 

Во второй половине XIX века получает еще большее распро¬ 
странение всегда имевшее место плодотворное использование 
методов одних математических теорий в других математических 
теориях. Это обстоятельство побуждало ученых исследовать, чем 
отличаются и в чем сходны по принципам различные матема¬ 
тические теории, и соответственно этому анализировать наиболее 
общие вопросы их полуформального аксиоматического обосно¬ 
вания. 

Все эти факты явились реальным основанием возникновения 
и развития общего (самостоятельного) учения об аксио¬ 
матическом методе. 

Аксиоматический метод как самостоятельная теория датиру¬ 
ется от классических «Оснований геометрии» Д. Гильберта 
(первое издание вышло в свет в 1899 году), где впервые (хотя 
и на примере геометрии) он был представлен во всех фазах 
своего логического развития. 

Сравнительно за короткий срок полуформальный аксиомати¬ 
ческий метод стал достоянием всех математиков и оказал бла¬ 
готворное влияние на логическое обоснование и развитие 
содержания математики. Его влияние сказалось на теории мно¬ 
жеств, учении о числе, алгебре, топологии, метрической геомет¬ 
рии, теории вероятностей, математической логике и т. п. Небез¬ 
успешны и результативны были попытки осуществить аксиома¬ 
тизацию и некоторых разделов естествознания и техники, в пер¬ 
вую очередь механики. 


2. Элементы и аксиомы 

Полуформальное аксиоматическое построение каждой мате¬ 
матической теории начинается с полного перечня: 

а) изучаемых основных объектов, отношений и связей, в ко¬ 
торых эти объекты могут выступать (перечень основных по¬ 
нятий); 

б) принимаемых без доказательства аксиом, которые даюг 
полное описание структуры возможных отношений и связей ос¬ 
новных объектов или утверждают существование некоторых ос¬ 
новных объектов. 

Понятия об основных объектах, отношениях и связях и ак¬ 
сиомы задаются формально, т. е. как формы с переменным со¬ 
держанием, как допускающие множество интерпретаций описа- 


1 См.: Д. Г и л ь б е р т. Понятие о числе. «Сборник научно-популярных ста¬ 
тей по основаниям математики», стр. 96—100. 
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«ия структуры отношений и связей между изучаемыми объ¬ 
ектами. 

Согласно требованию полуформального аксиоматического 
метода каждое неосновное понятие теории посредством опреде¬ 
лений должно быть сведено к основным понятиям; каждое поло¬ 
жение, высказанное относительно изучаемых объектов, должно 
быть доказано чисто логически только при помощи принятых 
.аксиом. 

При полуформальном аксиоматическом построении арифме¬ 
тики натуральных чисел не говорят, о каких числах идет речь, 
не выясняют конкретный смысл действий сложения и умноже¬ 
ния, а ограничиваются формальным заданием относящихся 
к ним аксиом и основных определений. На этой базе доказыва¬ 
ют все основные законы чисел, в первую очередь пять законов 
счета. 

Так же поступают и при полуформальном аксиоматическом 
построении геометрии. Отвлекаясь от смысла слов «точка», 
«прямая» и «плоскость», перечисляют основные отношения, в 
которых они могут выступать (эти отношения выражаются сло¬ 
вами: «лежит», «между», «равный», «параллельный» и «непре¬ 
рывный»), и, наконец, перечисляют все аксиомы. На этой базе 
•определяют различные геометрические фигуры и чисто логиче¬ 
ски, исходя из аксиом, доказывают относящиеся к ним тео¬ 
ремы 1 . 

Как указывалось выше, используемые при этом логические 
средства, — это обычная (формальная) логика, основополага¬ 
ющие идеи которой были развиты Аристотелем. 

Благодаря формальному заданию основных понятий и систе¬ 
мы аксиом каждое утверждение, доказанное только при помощи 
системы аксиом и законов логики, верно для объектов любой ее 
•интерпретации. 


3. Совместность (взаимная непротиворечивость) аксиом 

При содержательном аксиоматическом обосновании теории, 
когда основные понятия и аксиомы являются отражением 
свойств определенной области реальных объектов, например оп¬ 
ределенных пространственных форм, как это имело место у Евк¬ 
лида, вопрос об истинности системы аксиом решается, так ска¬ 
зать, сам собой. Напротив, когда система основных понятий, 
отношений, связей и аксиом задана формально, задача аксиома¬ 
тического обосновния теории вступает во вторую фазу своего 
развития: надо показать хотя бы одну область объектов, струк- 


1 См.: «Основания геометрии» Д. Гильберта. Первый перевод этой книги 
на русский язык был опубликован в 1923 г., второй — в 1948 г. 
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тура отношений и связей между которыми описывается задан¬ 
ной системой аксиом. 

Если такая область объектов — реальных или абстрактных — 
существует, то определяемая системой аксиом теория правиль¬ 
на, как правильна всякая теория, дающая верное отражение 
той или иной стороны природы. Такую систему аксиом называ¬ 
ют совместной или н е п р от и в о р е ч и в о й, так как если 
правильно рассуждать о правильных математических понятиях 
(понятиях, для которых имеются прообразы их в той или иной 
реальной сфере), то нельзя прийти к двум взаимно исключаю¬ 
щим предложениям, а и не-а, т. е. к формально-логическому 
противоречию. Более общим образом непротиворечивость озна¬ 
чает выполнимость или построяемость соответственной области 
объектов, так как система аксиом может описывать не только» 
существующие объекты, но и такие, которые можно построить. 

Напротив, противоречивость (несовместность) системы акси¬ 
ом свидетельствует о ее неправильности. Гильберт показал, что» 
из каждой противоречивой системы аксиом, включающей ариф¬ 
метику натуральных чисел, можно вывести любое соотношение, 
например что 0 = 1. Вообще, утверждение противоречивости не¬ 
которой системы аксиом (содержащей аксиомы арифметики) 
равносильно утверждению, что в ней выводимо равенство 0=1 
(как и равенство любого числа каждому другому числу). Каж¬ 
дая противоречивая система аксиом не отражает соотношений 
ни в одной области вещей и как бессодержательная исключает¬ 
ся из науки. В этом случае систему аксиом называют невыпол¬ 
нимой. 

Например, из аксиом арифметики рациональных чисел сле¬ 
дует, что ■— Определим теперь аксиоматически некоторую- 


новую операцию так:у>(с-^=уту-,«—* и прибавим ее к основным 

, _ я 3 с 5 

посылкам арифметики рациональных чисел. Еслиу = у,-у = у 

3 , 5 3+5 8 120 

то установленная нами операция дает:-^-+су = . 

Подставим в эти равенствавместо от чего (в силу отно¬ 


шения равенства, но которому равные можно подставлять 
одно вместо другого) результат не должен был бы изме- 


6 7 64-5 11 

ниться. Однако мы получаем: у — 


121 

8+7 15 165 


отку¬ 


да следует, что 120=121, т. е. 0=1. Мы пришли к противоре¬ 
чию, что свидетельствует о несовместности введенной аксио¬ 
мы с остальными аксиомами арифметики рациональных 
чисел. 
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Таким образом, основным условием инстинности любой мате¬ 
матической теории является ее непротиворечивость. 

Для доказательства непротиворечивости (выполнимости) по¬ 
луформальной аксиоматической системы А используют метод мо¬ 
делей. Из объектов некоторой теории В , непротиворечивость ко¬ 
торой считается установленной, стараются сконструировать 
интерпретацию — как говорят, модель — рассматриваемой си¬ 
стемы аксиом А. Если теория В непротиворечива, то модель из 
•ее объектов для системы аксиом А гарантирует непротиворечи¬ 
вость последней. В этом случае все аксиомы системы А стано¬ 
вятся предложениями теории В, и если бы из А следовало про¬ 
тиворечие, то теория В была бы противоречивой. Например, для 
доказательства непротиворечивости геометрии Евклида непро¬ 
тиворечивой теорией считают учение о действительных числах. 
Из действительных чисел строят «точки», «прямые» и «плоско¬ 
сти» (как это делают в аналитической геометрии) Далее гово¬ 
рят, что надо понимать под основными отношениями, в которых 
могут выступать «точки», «прямые» и «плоскости», и показыва¬ 
ют, что при этих условиях структура отношений и связей «точек», 
«прямыхъ и «плоскостей» описывается системой аксиом Евкли¬ 
да. Точно так же может быть установлена и непротиворечивость 
геометрии Лобачевского. Непротиворечивость последней можно 
установить и иначе, например построив ее модель из объектов 
ггометрии Евклида *. 

Если система аксиом непротиворечива, ее называют в ы п о л- 
и и м о й. Выполнимая система аксиом и ее модели могут нахо¬ 
диться в одном из двух взаимоотношений. Может оказаться, что 
любые, две модели выполнимой системы аксиом попарно изо¬ 
морфны. Такая система аксиом описывает, по сути дела, одну 
абстрактную систему объектов. В этом случае систему аксиом 
называют категорической. Если же существуют неизоморф¬ 
ные модели системы аксдом, то последнюю называют непол¬ 
ной. 

Метод моделей не дает полного доказательства непротиво¬ 
речивости теории; он только сводит вопрос о непротиворечиво¬ 
сти одной теории к вопросу о непротиворечивости другой тео¬ 
рии. Путем таких сведений удалось показать, что вопрос о 
непротиворечивости аксиоматизированных математических тео¬ 
рий сводится к вопросу о непротиворечивости учения о числе. Не¬ 
противоречивость учения о числе можно свести к вопросу о не¬ 
противоречивости теории множеств. Но в классической теории 
множеств были обнаружены парадоксы, и это, конечно, поста¬ 
вило под сомнение пригодность метода моделей для доказатель¬ 
ства совместности аксиом математических теорий. Кроме того— 


1 В Приложении 1 показано, как на таком пути устанавливается непро¬ 
тиворечивость планиметрии Лобачевского. 
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что, конечно, наиболее важно, — указанный метод оказался бес¬ 
сильным решить проблемы, связанные с гипотезой континуума, 
аксиомой выбора и т. п. Попытки решить эти проблемы — ипри¬ 
том так, чтобы логика решения не давала данных к возникнове¬ 
нию парадоксальных заключений, — стимулировали развитие 
формализованного аксиоматического метода. 

Если для системы аксиом А построить модель не удастся, то 
отсюда еще не следует ее противоречивость. Противоречивость 
должна быть доказана путем непосредственного получения про¬ 
тиворечия из аксиом А или путем доказательства неосуществи¬ 
мости модели. 

Иногда получить противоречие не особенно трудно. Возьмем, 
например, все аксиомы геометрии Евклида, за исключением ак¬ 
сиомы о параллельных. Эти аксиомы входят как в геометрию 
Евклида, так и в геометрию Лобачевского. В их числе находит¬ 
ся аксиома Архимеда, которая (в терминах арифметики действи¬ 
тельных чисел) утверждает: каковы бы ни были числа а и 6, 
0<а<6, существует натуральное число п, такое, что па>Ь. Из 
такой системы аксиом можно развить геометрию, которую Бойяи 
назвал абсолютной. Абсолютная геометрия содержит утвержде¬ 
ния, являющиеся истинными как в геометрии Евклида, так и в 
геометрии Лобачевского. К их числу относятся 27 первых пред¬ 
ложений первой книги «Начал» Евклида. 

Образуем теперь новую систему аксиом, для чего присоеди¬ 
ним к аксиомам абсолютной геометрии утверждение: сумма уг¬ 
лов треугольника больше 2й. Покажем, что так полученная но¬ 
вая система аксиом противоречива (рис 20; ААВС=АСВ\С і = 
= .. = АСп—іВ п С п ) . 



А 


Рис. 20 


Действительно, так как, по нашему предположению, сумма 
углов треугольника больше 2 с/, то и, следовательно, 

АС>ВВ Х . Положим, С\С г+ і = В г В г+х -\-г, где, очевидно, е — посто¬ 
янная, большая нуля. Так как отрезок прямой есть кратчайшее 
расстояние между двумя точками, то 



17 в Н. Молодший 
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откуда 

АВ + ВС+пВВ { > (п+\) (ВВ х + г) 
и, по упрощению, 

АВ + ВС—ВВ Х > (я + 1)е 

при всяком натуральном п. Мы пришли к утверждению, проти¬ 
воречащему аксиоме Архимеда. Сформулированная нами систе¬ 
ма аксиом противоречива: в каждой области объектов, удовлет¬ 
воряющей аксиомам абсолютной геометрии, сумма углов тре¬ 
угольника не может быть больше 2<і. 


4. Взаимная независимость аксиом 

Для внутрилогического развития теорем решающим являет¬ 
ся доказательство ее непротиворечивости. Для выяснения вза¬ 
имосвязей и различий в математических теориях существенно 
доказательство взаимной независимости определяющих их 
аксиом. 

Аксиома независима от остальных аксиом системы А, если 
ее нельзя доказать при помощи этих остальных аксиом. Устано¬ 
вить независимость аксиомы а от Остальных аксиом непротиво¬ 
речивой системы А — значит доказать непротиворечивость другой 
системы аксиом, отличающейся от А только одной аксиомой — 
аксиомой, противоположной а. Таким образом, доказать незави¬ 
симость аксиомы значит развить новую математическую теорию. 

Доказательство независимости аксиомы параллельных от 
остальных аксиом геометрии Евклида было исторически первым 
примером доказательства такого рода. В конце XIX и начале 
XX века была проделана большая работа по доказательству 
взаимной независимости аксиом различных математических тео¬ 
рий. Разработка аксиоматики натуральных чисел и действи¬ 
тельных чисел, обоснование непаскалевой, недезарговой и неар¬ 
химедовой геометрий, строгое обоснование учения о площадях 
и объемах — все эти исследования находятся в неразрывной свя¬ 
зи с доказательством независимости аксиом. 


5. Равносильность систем аксиом 

Пусть имеется непротиворечивая система аксиом А, состоя¬ 
щая из аксиом аь ..., а*, .... а п . Обозначим ее через А (аь ...» а», 
...» а п ). Пусть М — некоторое утверждение, следующее из системы 
аксиом А: 

А(аі, ...» а», ..!, а п )->-М 

(здесь — знак логического следования). Пусть А\ — систе¬ 
ма аксиом, полученная из А путем замены в ней аксиомы сс< 
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утверждением М. Если из А\ следует а и т. е. если 

Лі(<ц, .... М, а Л )->осг, 

то говорят, что а г и М аквивалентны относительно остальных 
аксиом системы А. 

Например, в геометрии Евклида аксиома параллельных экви¬ 
валентна теореме о сумме углов треугольника. 

В случае эквивалентности аксиомы а» предложению М аксио¬ 
му а< можно заменить утверждением М, и обратно. Каждая тео¬ 
рема, которую можно доказать при помощи системы А , можно 
доказать при помощи системы Л ь и обратно. Этот факт приво¬ 
дит к следующему, общему определению: системы аксиом 
Л и А\ равносильны, если все аксиомы Л могут быть получены 
из А] как теоремы, и обратно. Более сильно иное определение: 
Л и Л| равносильны, если каждая модель Л является моделью 
Л і, и обратно. В этом смысле можно сказать, что в любой непро¬ 
тиворечивой системе взаимно независимых аксиом каждая ак¬ 
сиома однозначно не определима, а определима с точностью до 
эквивалентности. 

Какая из равносильных систем аксиом заслуживает предпо¬ 
чтения? Ответ на этот вопрос менялся со временем. Когда глав¬ 
ное внимание было обращено только на внутрилогическое разви¬ 
тие каждой теории в отдельности, отдавали предпочтение тем 
системам, которые содержали наиболее очевидные аксиомы и 
притом в наименьшем числе. Считались также с возможностью 
наиболее простого вывода следствий. Известно, например, что 
неочевидность аксиомы параллельных послужила одной из при¬ 
чин попыток доказать ее при помощи остальных аксиом геомет¬ 
рии Евклида. Но очевидность, конечно, не является достаточным 
критерием истины. Второе требование (возможность простейших 
получений выводов) существенно, и ему — в зависимости от наз¬ 
начения данной конкретной аксиоматизации — обычно стремятся 
удовлетворить. 


6. Полнота системы аксиом 

Полнота системы аксиом — это, грубо говоря, достаточность 
этих аксиом для вывода всех истинных следствий аксиоматизу- 
емой теории. Понятие это допускает различные (не эквива¬ 
лентные по силе) определения. Например, в «Основаниях геомет¬ 
рии» Гильберта полнота системы аксиом понимается как воз¬ 
можность получить средствами этой системы ответ на вопрос об 
истинности или ложности произвольного предложения а, сформу¬ 
лированного в ее терминах. Непротиворечивость системы гаран¬ 
тирует невозможность одновременного доказательства а и не-а, 
полнота А — возможность доказательства хотя бы одного из них. 

17 * 
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Впоследствии (результат К. Геделя, 1931 г) оказалось, что в 
указанном смысле системы аксиом арифметики, геометрии и 
теории множеств неполны Отсюда, в частности, вытекало, что 
для этих систем не выполняется упомянутое на стр 256 условие 
категоричности (-система аксиом категорична, если все ее интер¬ 
претации изоморфны) Однако в некотором, более слабом, смыс¬ 
ле (изоморфизм всех «естественных» — т е обладающих задан¬ 
ными свойствами — интерпретаций) системы аксиом арифметики 
натуральных чисел и геометрии Евклида (разработанные Пеано 
и Гильбертом) все же категоричны — и в этом смысле «полны» 


7. Значение аксиоматического метода 
для развития математики 

Иногда считают аксиоматический метод только методом ло¬ 
гического обоснования математических теорий Это мнение оши¬ 
бочно Когда доказана непротиворечивость системы аксиом и их 
взаимная независимость, аксиоматика возвращается к исход¬ 
ному пункту, тек фактическому содержанию теорий, дав¬ 
ших толчок к ее зарождению 7 Однако это не простое возвра¬ 
щение 

Во-первых, полуформальная аксиоматика позволяет глубже 
вскрыть взаимосвязи в фактах математики, дает ее положениям 
более строгое доказательство 

Во-вторых, полуформальная аксиоматика является совершен¬ 
ным средством для классификации развиваемых в математике 
теорий *. 

В-третьих, при возврате к исходному пункту полуформальная 
аксиоматика становится методом развития содержания как поро¬ 
дивших ее, так и новых, обязанных ей своим зарождением, те¬ 
орий 

Применения полуформального аксиоматического метода в 
классических разделах математики (учение о числе, элементар¬ 
ная геометрия, теория групп, колец, полей, теория топологиче¬ 
ских пространств и т п ) имеют основной метод интерпретаций 
Этот метод способствует объединению различ¬ 
ных разделов математики в связи с примене¬ 
нием аксиоматического метода 

Предварительно сделаем одно замечание Из системы аксиом, 
как правило, не следует полностью содержание определяемой ею 
теории Чтобы создать возможность полного развития теории, на¬ 
до определить основные объекты, указав, как они строятся из 


1 См выступление А Н Колмогорова по докладу Б Н Делоне «Пути 
развития алгебры» «Успехи математических наук», т VII, вып 3 (49), 1952, 
стр 168 
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элементов. Например, из аксиом геометрии Евклида не 
следует содержание понятий треугольника, параллелограмма 
и т. п. Аксиомы только составляют базу для введения этих поня¬ 
тий, поскольку они выражают отношения между элементами 
пространственных форм (скажем, между точками, прямыми и 
плоскостями). Точка зрения на определения как на простые со¬ 
кращения явно недостаточна, так как она не объясняет, почему 
рассматриваются именно такие, а не другие комбинации элемен¬ 
тов. Оставаясь внутри теории, в большинстве случаев нельзя от¬ 
ветить на вопрос о причине выбора именно таких, а не других 
определений. Только обращение к реальности может исчерпать 
вопрос до конца. 

Определения играют существенную роль и при разработке но¬ 
вых действенных методов математики. В этой связи Ван Хао пи¬ 
сал: «Введение новых средств в математике важно, и именно 
определения служат введению новых средств. Поэтому было бы 
заблуждением говорить об этих определениях как о «простых 
сокращениях» *. 

Полуформальная аксиоматика как метод отыскания нового 
может быть охарактеризована с различных сторон. Мы остано¬ 
вимся на том, что специфически отличает полуформальную ак¬ 
сиоматику от содержательной аксиоматики, которая всегда была 
ограничена рассмотрением отношений определенных областей 
объектов. 

Допустим, что В и В\ — две какие-либо интерпретации неко¬ 
торой категорической системы аксиом А. Каждая теорема, дока¬ 
занная только при помощи А относительно объектов интерпре¬ 
тации В, в тех же терминах, но с иным, в зависимости от явно 
выраженных элементов, содержанием, справедлива относительно 
соответственных объектов интерпретации В и и обратно. Иначе 
говоря, доказываемые теоремы обладают общностью, благодаря 
чему нет необходимости передоказывать их для объектов каждой 
интерпретации отдельно. Как уже указывалось, характеризуе¬ 
мые системой аксиом Пеано множества количественных и поряд¬ 
ковых чисел изоморфны, благодаря чему все теоремы, доказы¬ 
ваемые при помощи этой системы аксиом, имеют силу как в об¬ 
ласти количественных, так и порядковых чисел. Проективное 
пространство может быть изоморфно отображено на самого се¬ 
бя с превращением точек в плоскости, и обратно. Благодаря это¬ 
му справедлив принцип двойственности, играющий творческую 
роль в проективной геометрии. Метод координат Декарта позво¬ 
ляет пространство Евклида изоморфно отобразить на область 
операций линейной алгебры, и это является объективной основой 
существования аналитической геометрии. Еще более сильные 


‘Ван Хао. Процесс и существование в математике Сб. «Математиче¬ 
ская логика и ее применения», пер. с англ. М, «Мир», 1965, стр. 327. 
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примеры использования изоморфизма дают современные алгеб¬ 
ра и топология. 

В конце первой половины XIX века творческое значение идеи 
интерпретации неоднократно подчеркивал Буль — основополож¬ 
ник алгебры логики. Тот, кто знаком с современным состоянием 
символической алгебры, писал он, знает, что справедливость про¬ 
цесса анализа не зависит от интерпретации встречающихся сим¬ 
волов, а только лишь от законов их сочетания. Всякого рода 
интерпретация, не нарушающая справедливости предложенных 
отношений, одинаково допустима, а потому один и тот же при¬ 
ем может дать при одной интерпретации решение проблемы тео¬ 
рии чисел, при другой — решение проблемы динамики или оп¬ 
тики 1 . 

Возможность не всегда переходит в действительность; для 
этого нужны дополнительные условия. В принципе из системы 
аксиом можно логически вывести любое ее следствие; другой 
вопрос — как это сделать? И в этом направлении полуформаль¬ 
ный аксиоматический метод по сравнению с содержательным об¬ 
ладает многими достоинствами. При аксиоматическом изучении 
объектов и отношений между ними существенную роль играет 
разработка регулярных методов — алгоритмов и конструктивных 
приемов, позволяющих по определенным правилам решать воп¬ 
росы, относящиеся к изучаемым объектам и их отношениям. 
Так, в теории геометрических построений разрабатываются ме¬ 
тоды (метод подобия, метод геометрических мест и т. п.), кото¬ 
рые позволяют выполнить построение (при помощи циркуля и 
линейки) некоторых фигур. В теории уравнений разрабатыва¬ 
ют методы нахождения корней уравнений и т. п. Каждая тео¬ 
рия, как правило, разрабатывает свои специфические, харак¬ 
терные для изучаемых ею объектов и отношений методы и алго¬ 
ритмы. 

Сила полуформального аксиоматического метода состоит еще 
в том, что он позволяет переносить исчисления и алгоритмы од¬ 
ной теории в другие теории и тем самым способствовать их 
развитию. Например, пользуясь тем общеизвестным фактом, 
что множество точек числовой прямой изоморфно множеству 
всех действительных чисел, мы можем заменить (так обычно и 
поступают) вопросы, относящиеся к свойствам множества то¬ 
чек, вопросами, относящимися к свойствам соответственных мно¬ 
жеств действительных чисел, и решать последние при помощи 
методов учения о действительных числах. В качестве примера 
укажем хотя бы на теорию линейных точечных множеств. В 
этом же факте заключена основная причина, обусловливаю¬ 
щая способность аналитической геометрии решать такие пробле- 


1 См.: О. В о о 1 е. ТНе таіНетаІісаІ апаіузіз о! Іо^іс. Ох!ог<1. 1951, 
р. 3. Первое издание этой работы Буля было опубликовано в 1847 году 
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мы, решение которых крайне затруднительно для элементарной 
геометрии. 

Существуют теории, которые базируются на аксиомах частью 
общих, частью различных или противоположных. Поэтому, об¬ 
ратно, если из непротиворечивой системы аксиом исключить не¬ 
которые аксиомы, а потом добавить к оставшимся некоторые 
другие аксиомы, то полученные таким путем системы аксиом, 
в случае их непротиворечивости, определят и новые теории; изу¬ 
чение этих теорий может осветить с новой стороны положения 
исходной теории, и так бывало не раз в истории математики. На¬ 
пример, изучение гиперболической и неархимедовой геометрии 
позволило исчерпывающим образом выяснить значение аксиомы 
параллельности и аксиомы Архимеда в самой геометрии 
Евклида. 

Если непротиворечивая система А содержит п аксиом, то все 
теоремы, которые можно доказать при помощи п—к этих аксиом, 
справедливы во всякой теории, содержащей эти п — к аксиом. 
Так, когда Гильберт показал, что для обоснования учения о пло¬ 
щадях нет необходимости привлекать аксиому Архимеда, тем са. 
мым было доказано, что учение о площадях одинаково как для 
евклидовой, так и для неархимедовой геометрии. 

Этот факт допускает несколько иное истолкование. Если сис¬ 
тема аксиом не полна, то основанная на ней теория является 
одновременно общей частью различных математических теорий. 

Наиболее известный пример такого рода дает теория групп из 
алгебры. 

Пусть непротиворечивые системы аксиом А и В содержат по 
п — 1 одинаковых аксиом, а п-е их аксиомы противоположны. 
Если теорема доказана только с помощью общих п— 1 аксиом, 
то она справедлива как в системе А, так и в системе В. Напро¬ 
тив, доказанные в А и В с л-ми аксиомами теоремы, эквивалент¬ 
ные п -м аксиомам, будут противоположны. В познавательном от¬ 
ношении это весьма важно. Зная, что теорема о равенстве суммы 
углов треугольника 2с1> утверждение о существовании подобных 
треугольников и т. п. эквивалентны аксиоме параллельных Евк¬ 
лида, и зная, что аксиоматика гиперболической геометрии отли¬ 
чается от евклидовой только аксиомой о параллельных, мы сра¬ 
зу можем сказать, что в гиперболическом пространстве нет по¬ 
добных фигур и что сумма углов треугольника не равна 2 сі. 

Полуформальный аксиоматический метод помогает порой ре¬ 
шить математические проблемы, которые не удается решить 
средствами соответствующих математических теорий при их со¬ 
держательном построении. Как указывалось, средствами класси¬ 
ческой теории множеств Кантора не удалось доказать (или оп¬ 
ровергнуть) гипотезу континуума. Некоторые математики нача¬ 
ла XX века пытались доказать эту гипотезу, опираясь на данные 
арифметики алефов, но безрезультатно. Такое доказательство в 
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начале века искал И. И. Жегалкин 1 . Естественно возникал воп¬ 
рос: не является ли здесь неудача следствием независимости ги¬ 
потезы континуума от арифметики алефов? Этот вопрос удалось 
решить в положительном смысле. Оказалось возможным по¬ 
строить систему аксиом арифметики алефов и доказать ее непро¬ 
тиворечивость, предполагая, что арифметика натуральных чисел 
непротиворечива 2 3 . Конструируя из натуральных чисел модели 
этой системы аксиом, удалось доказать, что: 1) гипотеза кон¬ 
тинуума совместна с арифметикой алефов; 2) ги¬ 
потеза континуума не зависит от арифметики 
алефов. 

Более того, оказалось возможным доказать следующее общее 

предложение: предположение, что Т' т =І 90 п ) » т< со, где 

Ф (т) — целочисленная монотонно возрастающая функция и 
ф(1)>1, совместно с арифметикой алефов. Наконец, удалось до¬ 
казать, что трихотомия (она эквивалентна аксиоме выбора) 3 не 
зависит от остальных аксиом арифметики алефов, к которым при - 
соединена гипотеза континуума. 

Для математиков, логиков и философов, рассматривающих 
теорию множеств как естественный базис арифметики натураль¬ 
ных чисел, описанные результаты могут показаться недостаточ¬ 
нообоснованными. Этим сомнениям целесообразно противопоста¬ 
вить следующее замечание Ван Хао: «По-видимому, существует 
вера в то, что сведение математики к теории множеств перело¬ 
жит математику на базис, заслуживающий большего доверия. 
Иначе парадоксы не побудили бы Фреге сказать, что основания 
арифметики колеблются. Как мы теперь знаем, это было неоправ- 
дано. Мы понимаем арифметику лучше, чем теорию множеств, 
чему свидетельство — наличие крайне содержательных доказа¬ 
тельств непротиворечивости арифметики. Основания арифметики 
заслуживают большего доверия, чем основания теории множств. 
Очень большой интерес имело бы скорее обоснование теории 
множеств на арифметике или на расширении арифметики до сис¬ 
темы бесконечных ординальных чисел» 4 . 


1 Об этом факте И. И. Жегалкин сообщил автору этой книги в 1936 году. 

2 См.: В. Н. Молодший. Гипотеза континуума и арифметика алефов. 

«Ученые записки Московского государственного университета им. М. В. Ло¬ 
моносова», т. 15, серия математическая, 1939. стр. 170—178. См. также: 
А. РгаепкеІ. Ахіотаіізсііе Ведгііпбип^ бег ігапзПпііеп КагбіпаІгаЫеп, I, 
МаОіет. 2еіІ5сНгШ, 1922, Nг 13, 153—188; Р. Ваег, 2иг Ахіотаіік бег Каг- 
біпаІгаЫагШітеІік, МаіНет. 2еі1$сЬгіЙ, 1929, Вапб 29, № 2—3, 381—396. 

3 Трихотомия состоит в том, что всякие два алефа могут находиться толь¬ 
ко в одном из трех отношений >, =, <, причем наличие одного из них исклю¬ 
чает остальные. 

4 В а н Хао. Процесс и существование в математике. Сб. «Математиче¬ 
ская логика и ее применения», пер. с англ., под ред. А. И. Мальцева. М., 
«Мир», 1965, стр. 328—329. 
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Таким образом, действенная сила полуформального аксиома¬ 
тического метода в математике заключается в том, что он, во- 
первых, более четко выявляет структуру математических теорий 
(в сравнении с их содержательным построением); во-вторых, по¬ 
могает решать проблемы, которые порой не решаются при обыч¬ 
ном содержательном их истолковании; в-третьих, связывает во¬ 
едино такие теории, которые первоначально казались обособлен¬ 
ными друг от друга, и в этой связи способствует развитию новых 
математических дисциплин. 


8. Применения аксиоматического метода 
в приложениях математики 

По-видимому, Архимед был первым ученым, применившим с 
успехом аксиоматический метод за границами математики. В ра¬ 
боте «О равновесии плоских фигур, или о центрах тяжести пло¬ 
ских фигур» Архимед изложил основы теоретической статики, 
построенной на системе аксиом. Одним из важнейших разделов 
этой аксиоматической концепции Архимеда была математическая 
теория действия рычага 1 . Ньютон развил аксиоматическую кон¬ 
цепцию динамики 2 . В наше время аксиоматическое построение 
разделов механики принято и во многих учебных руководст¬ 
вах 3 . Осуществлена аксиоматизация термодинамики и специаль¬ 
ной теории относительности 4 . Аксиоматизация распространилась 
и на теории элементарных частиц. Полагаемые здесь в основу 
системы аксиом являются содержательными. Но в некоторых 
случаях предпринимается их формализация, причем с указанием 
используемых логических средств 5 6 . 

При разработке аксиоматических теорий физических явлений 
существенную роль играют модели этих явлений. Такие модели 


1 См.: Архимед. Сочинения. Перевод, вступительная статья и коммен¬ 
тарии И. Н. Веселовского. М., Физматгиз, 1962, стр. 272—298, 554—565; 
А. Т. Г р и г о р ь я н и В. Ф. К о т о в. О некоторых вопросах истории античной 
механики. «Историко-математические исследования», вып. X. М., Гостехиздат, 
1957, стр. 671—766. 

2 См.: А. Т. Г р и г о р ь я л и В. П. Зубов. Очерки развития основных 
понятий механики. М., Изд-во АН СССР, 1962. 

3 См., нанример: Н. Н. Б у х г о л ь ц. Основной курс теоретической ме¬ 
ханики, ч. 1, издание шестое, переработанное и дополненное С. М. Таргом. 
М., «Наука», 1965, стр. 7—10, 183—190. 

4 См., например. К. Каратеодори. К аксиоматике специальной те¬ 

ории относительности; его ж е. Об основах термодинамики. Обе статьи в 
сборнике «Развитие современной физики». М., «Наука», 1964. 

6 См., например: Р. И е з I о и с Н е з-Р ё ѵ г і е г, Ьа зігисіиге сіез іНёо- 
гіез рНузісіиез. Ргез. ипіѵ. сіе Ргапсе. Рагіз, 1951,11, III. Л-Ь. ОезіоисЬез. 
1,а циапИПсаИоп еп іНёогіе іопсііоппеііе сіез согризсиіез. Рагіз, 1956. 
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представляют собой систематизацию и обобщение эксперимен¬ 
тальных результатов. Выделение общего в моделях некоторой 
области физических явлений представляет собой начальную и не¬ 
обходимую ступень в разработке аксиоматической теории этих 
явлений. 

Когда аксиоматика разработана, то она выражает сущест¬ 
венные свойства объектов своих моделей. Таким образом, мо¬ 
дели связывают эксперименты с абстрактно-теоретическими 
выводами *. 

Остановимся на некоторых примерах приложений аксиомати¬ 
ческого метода. 

Предмет кристаллографии — изучение кристаллов. Наиболее 
характерное свойство кристаллов — симметрия. Поэтому понятие 
симметрии является основой методов изучения кристаллов. 
В этой связи внимание ученых привлекла проблема разработки 
классификации кристаллов по признаку их симметрии. 

Выдающийся кристаллограф и геометр Е. С. Федоров иссле¬ 
довал и решил эту основную проблему кристаллографии. Он до¬ 
казал, что в природе возможны 230 видов симметрии кристаллов 
(все они обнаружены в реальных кристаллах). Чтобы решить 
эту фундаментальную задачу, Е. С. Федоров отвлекся от фи¬ 
зических свойств кристаллов, рассматривая их только как пра¬ 
вильные системы геометрических тел 1 2 . Благодаря этому иссле¬ 
дуемый вопрос сводился к нахождению всех видов симметрии, 
какие могут быть у системы геометрических тел. Чтобы ответить 
на последний вопрос, Е. С. Федоров широко использовал поня¬ 
тие группы и тот факт, что одна и та же система аксиом допу¬ 
скает различные истолкования. 

Восхищение силой методов абстрактной математики Е. С. Фе¬ 
доров выражал неоднократно. «Первые результаты математиче¬ 
ской теории правильных систем точек, — писал Е. С. Федоров, — 
есть в то же время и первый триумф человеческого ума в облас¬ 
ти изучения кристаллов, так как выводы, шедшие из глубины ка¬ 
бинета, совпали как раз с тем, что составляло результат обшир¬ 
ного опыта, принявшего со временем колоссальные разме¬ 
ры. Перед строгими кабинетными выводами как бы преклони¬ 
лась природа, и кристаллы расположились в тех системах, ко¬ 
торые явились необходимыми математическими выводами из по- 


1 См.: И. Дьярмант, Я. Шандор. Роль аксиом и моделей в позна¬ 
нии физических явлений. «Научные доклады высшей школы. Философские на¬ 
уки», 1964, № 2. 

2 Их нередко называют правильными системами точек (пространственны¬ 
ми решетками). Пространственная решетка — геометрическая схема внутрен¬ 
него строения кристаллического вещества, представляет собой бесконечную 
совокупность точек (узлов), расположенных по вершинам равных параллеле¬ 
пипедов, сложенных равными гранями и заполняющих пространство без про¬ 
межутков. 
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нятия о правильных системах точек (пространственных решет¬ 
ках)» *. 

Независимо от Е. С. Федорова проблема классификации 
кристаллов была решена А. Шёнфлисом 1 2 . 

Классификация кристаллов необходима для разработки воп¬ 
росов образования кристаллов. Последние имеют большое значе¬ 
ние для разработки методов промышленного выращивания ис¬ 
кусственных кристаллов, без которых в настоящее время невоз¬ 
можно двигать вперед некоторые отделы техники 3 . 

Другой пример. Основываясь на законе Г. Грассмана, соглас¬ 
но которому между любыми четырьмя цветами существует ли¬ 
нейное соотношение, но в то же время между тремя цветами 
найти линейное соотношение иногда невозможно, цвет можно 
изобразить вектором трех измерений. Установив понятие суммы, 
удается связать учение о цвете с геометрией. 

«Представим себе, — писал Г. Вейль, — сеть проводников по¬ 
стоянного тока, состоящую из отдельных однородных проволок, 
разветвляющихся в узловых точках, и назовем «точкой» произ¬ 
вольное распределение тока, которое сообщает каждой'проволо¬ 
ке 5 силу тока і а . В такой системе имеют силу законы евклидо¬ 
ва пространства с центром в О и такого количества измерений, 
сколько есть проволок в сети... Эта изоморфия вовсе не носит ха¬ 
рактера игры, ибо благодаря ей простые и важные геометриче¬ 
ские понятия становятся в соответствие с простыми и важными, 
касающимися распределения тока в сети, понятиями физики. На¬ 
пример, основная задача — при заданной величине напряжений 
в каждой проволоке определить получающееся в сети проводни¬ 
ков распределение сил тока — тождественна с геометрической 
задачей перпендикулярного проектирования точки на заданную 
плоскость. Очевидно, что математика немедленно гарантирует 
однозначную решимость этой задачи, а также дает в руки метод 
вычисления решения ее» 4 . 

Применение аксиоматического метода в биологии носит в на¬ 
стоящее время локальный характер; оно имеет в виду развитие 
некоторых разделов этой науки или решение ее отдельных задач. 
Например, оказалась результативной аксиоматизация теорий 
эволюционной морфологии. Здесь аксиоматический метод помог 
сосредоточить эмпирическое исследование на изучении основных 


1 Е. С. Федоров. Симметрия и структура кристаллов М.—Л., Изд-во 
АН СССР, 1949, стр. 111. См. также: И. Шафрановский. Е. С. Федоров. 
М, 1951 Оба названных источника содержат подробную библиографию работ 
Е. С. Федорова. 

* А. ЗсЬоепЛіез. ТЬеогІе сіег КгЫаІЫгикІиг. Вёгііп, 1891 (второе 
издание опубликовано в 1923 году). 

3 А. В Шубников. Кристаллы в науке и технике. «Вестник АН СССР», 
1956, № 3. 

4 Г. Вейль О философии математики. М—Л., Гостехиздат, 1931, 
стр. 55—56. 


267 




проблем, что оказалось существенным для более глубокого по¬ 
знания жизни как одной из форм движения материи К Аксиома¬ 
тизация разделов биологии, по-видимому, будет способствовать 
уточнению, а может быть, и развитию самого аксиоматического 
метода в новом направлении. Это обусловлено тем, что области 
объектов, на которые распространяется аксиоматизация, не яв¬ 
ляются жесткими. 

Аксиоматический метод находит применение и в теории авто¬ 
матов. Ограничимся одним частным примером. Имея в виду за¬ 
дачи минимизации комбинаторных автоматов, Г. К. Моисил раз¬ 
работал соответствующую систему аксиом. Он показал, что ранее 
разработанный метод упрощения контактных двухполюсников 
является следствием его системы аксиом. Он показал также, что 
этот метод применим не только к последовательно-параллельным 
контактным цепям и цепям с диодами, но и к логическим схемам 
на триодах 1 2 . 


Глава третья 

РОЛЬ ПРАКТИКИ В РАЗВИТИИ АКСИОМАТИЗАЦИИ 

ГЕОМЕТРИИ ЕВКЛИДА И АРИФМЕТИКИ 
НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

В докладе «Из истории аксиоматики», прочитанном на Треть¬ 
ем всесоюзном съезде математиков (1956 год, Москва), 
С. А. Яновская поставила два вопроса: «Почему в «Началах» 
Евклида геометрия строится аксиоматически, арифметика же 
нет? Почему вообще так поздно вошла в математический оби¬ 
ход система аксиом для арифметики натуральных чисел? Изве¬ 
стно ведь, что наиболее распространенная теперь в литературе 
система аксиом Пеано была опубликована лишь в 1891 году, 
между тем как система аксиом Евклида стала общеупотреби¬ 
тельной в геометрии со времен древних греков» 3 . 


1 См : Ю. П. Петров Аксиоматический метод в некоторых областях 
эволюционной морфологии. «Вопросы философии», 1959, № 7; Ю. П. П е т р о в. 
Значение аксиоматического метода в учении о направленных изменениях жи¬ 
вых систем. «Применение логики в науке и технике». М, Изд-во АН СССР, 
1960. См. также. Л. Н. АѴ о о сі ^ е г. ТНе ахіошаііс шеІНос! іп Ьіоіоду. Бопсіоп, 
1937. 

2 См.: Г. К. М о и с и л. Аксиоматизация теории минимизации комбина¬ 
торных автоматов. Доклад, представленный на Второй международный кон¬ 
гресс ИФАК (Международная Федерация по автоматическому управлению). 
Базель (Швейцария), 27/ѴІІІ — 21/ІХ 1963. 

3 С. А. Яновская прочла свой доклад на секции истории математики 
съезда 26 июня 1956 года. Доклад опубликован с некоторыми дополнениями 
в XI выпуске «Историко-математических исследований». М, Физматгиз, 1958; 
цитирую по 64-й стр. 
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На первый вопрос С. А. Яновская дала исчерпывающий от¬ 
вет. Второй вопрос рассмотрен ею частично. Ниже кратко вос¬ 
производится ответ С. А. Яновской на первый вопрос и выделя¬ 
ются основные компоненты ответа на второй вопрос. 

Выше были описаны принципы построения «Начал» Евклида. 
Было подчеркнуто также, что до последней четверти XIX века 
Методологические основы аксиоматики геометрии Евклида оста¬ 
вались неизменными. Геометрия Евклида строилась на содер¬ 
жательной аксиоматике как конструктивно-аксиоматическая 
теория. Теперь мы опишем историю разработки содержательной 
аксиоматики арифметики количественных натуральных чисел. 
После этого можно будет дать ответ на поставленный вопрос. 


1. Разработка содержательной аксиоматики арифметики 

количественных натуральных чисел 

В арифметических книгах «Начал» (VII—IX книги) дано гео¬ 
метрическое доказательство ряда утверждений арифметики 
натуральных чисел (арифметики чисел-отрезков, кратных еди¬ 
ничному отрезку) *. Евклид при этом не перечисляет специаль¬ 
ные арифметические аксиомы. Рассматриваемые истины ариф¬ 
метики чисел-отрезков, в том числе закон коммутативности для 
умножения (аЬ — Ьа ), Евклид доказывает на основе геометриче¬ 
ских данных, т. е. в конечном счете на базе геометрических по¬ 
стулатов и «всеобщих» аксиом 1 2 . В других странах (Китай, Ин¬ 
дия, страны ислама, Западная Европа, Россия) до XVI века 
арифметика натуральных чисел излагалась обычно как арифме¬ 
тика количественных натуральных чисел, на основе традицион¬ 
ного понимания сложения и умножения этих чисел. Сложение и 
умножение часто не определялись, а аксиомы не приводились. 
Только в Западной Европе примерно с XVI—XVII веков пред¬ 
принимаются единичные попытки аксиоматического построения 
арифметики количественных натуральных чисел. Аксиоматиза¬ 
ция проводится медленно и дает крайне несовершенные резуль¬ 
таты 3 . 

Аксиоматизация арифметики количественных натуральных 
чисел приобретает более отчетливые формы только в конце XVII 


1 См. по этому вопросу: Евклид. «Начала», книги VII—IX, иеревод с 
греческого и комментарии Д. Д. Мордухай-Болтовского. М.—Л., Гостехиздат, 
1949; И. Г. Башмакова. Арифметические книги «Начал» Евклида. «Исто¬ 
рико-математические исследования», вып. I. М., 1948; см. также названный 
выше доклад С. А. Яновской, стр. 70—71. 

2 Во второй книге «Начал», посвященной геометрической алгебре, Евклид 
доказал геометрически закон дистрибутивности: ( а+Ь)с=ас+Ьс . 

3 См. по этому вопросу комментарии Д. Д. М о р д у х а й-Б о л т о в с к о- 
г о к I книге «Начал» Евклида, стр. 247— 250. 
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и первой половине XVIII века *. В это время авторы теоретиче¬ 
ских 2 учебников арифметики приводят сначала аксиомы Евкли¬ 
да, потом дают определения арифметических операций и, нако¬ 
нец, обосновывают правила сложения, вычитания, умножения и 
деления. Ведущую роль при этом играют определения опера¬ 
ций сложения и умножения. Из аксиом Евклида используется 
явно только одна: целое равно сумме всех своих частей. Напри¬ 
мер, обоснование правила сложения расчленяли на два этапа. 
Сперва описывали алгоритм сложения и поясняли его рядом при¬ 
меров. Затем начинали рассуждать так. «Расположив единицы, 
десятки, сотни... слагаемых и сложив их последовательно, по 
вертикалям, мы, — писали эти авторы, — взяли все единицы, все 
десятки, все сотни... слагаемых, следовательно, мы взяли все ча¬ 
сти слагаемых. Но целое равно сумме всех своих частей, значит, 
полученное нами число, как содержащее все единицы, все де¬ 
сятки, все сотни... слагаемых, есть их сумма. Аналогично обосно¬ 
вывалось и правило умножения» 3 — с одним, однако, существен¬ 
ным дополнением. 

В количественной теории натуральных чисел компоненты сло¬ 
жения и умножения играют не равнозначную роль. При нахож¬ 
дении суммы слагаемые представляют собой множества единиц, 
соединяемые вместе; в этом смысле они равноправны. Когда на¬ 
ходят произведение, множимое представляет собой множество 
единиц, множитель показывает, сколько раз множимое берется 
слагаемым; здесь компоненты действия не равноправны. Поэтому 
если «совершенно ясно», что а + Ь=Ь+а, то не ясно, будет ли аЬ 
равно Ьа. 

Закон коммутативности для 
умножения начинают выделять 
и обосновывать геометриче¬ 
ским способом (рис. 21); здесь 
8~аЬ = Ьа. 

Однако в первой половине 
XVIII века коммутативность 
умножения обычно обосновы¬ 
валась не как закон, существен¬ 
ный для вывода правила умно¬ 
жения, а как дополнение к рассуждениям об умножении, с 
помощью которого можно установить сомнения учащихся в ис¬ 
тинности этого правила, коль скоро таковые возникнут. Имен¬ 
но так подходил к доказательству коммутативности умножения 



а 


а 


Рис. 21 


1 См.: В. Н. Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века. М., Учпедгиз, 1963, гл. I, § 1, 2, 5. 

1 То есть таких учебников, в которых приводились доказательства. 
а См.: В. Н. Молодший. Основы учения о числе в XVIII и начале 
XIX века. М, Учпедгиз, 1963, гл. III, § 8, 9. 






и Л. Эйлер в своей «Арифметике», впервые опубликованной в 
1738 году. 

Во второй половине XVIII века, особенно в последней его 
четверти, роль законов счета выясняется более глубоко. По¬ 
являются руководства, авторы которых пытаются разрабо¬ 
тать арифметику количественных натуральных чисел на базе 
всех или чаще некоторых законов счета 1 . Последние обычно до¬ 
казывались путем проверки на моделях, отвечающих сущест¬ 
ву трактовки натурального числа как количественного нату¬ 
рального числа. Очень редко законы счета задавались аксиома¬ 
тически 2 . 

Сложившаяся в конце XVIII — начале XIX века содержа¬ 
тельная аксиоматика арифметики количественных натуральных 
чисел включала аксиомы, в основном совпадающие с аксиома¬ 
ми Евклида, пять законов счета и определения сложения и ум¬ 
ножения, верные для количественных натуральных чисел. Она, 
однако, не была достаточной для доказательств многих теорем 
арифметики натуральных чисел. С ее помощью нельзя было до¬ 
казать, что каждое количественное натуральное число N может 
быть представлено единственным способом в виде многочлена 

N =а Л 10 п -Ьа п -іЮ п-1 -К.. + ао, 

где каждое а» принимает определенное значение из десяти 
чисел 0, 1,2, ... , 9. Не давала эта аксиоматика данных и к 
строгому доказательству законов неравенств; с ее помощью 
нельзя было обосновать алгоритм Евклида для нахождения об¬ 
щего наибольшего делителя двух натуральных чисел и т. п. Для 
доказательства всех названных утверждений нужна математиче¬ 
ская индукция 3 . В рассматриваемый период математическая 
индукция применялась с успехом в теории чисел. Но она 
не считалась характеристическим свойством ряда натуральных 
чисел и в аксиоматику арифметики количественных натураль¬ 
ных чисел не включалась. 

В 1815 году Ф. Сервуа выделил в общем виде законы ком¬ 
мутативности (для сложения и умножения) и закон дистрибу¬ 
тивности и дал им эти наименования 4 . В общем виде закон ас¬ 
социативности для сложения был выделен В. Гамильтоном в 
1843 году. В это же время некоторые математики — среди них 


1 Имеются в виду законы коммутативности и ассоциативности для сло¬ 
жения и умножения и связывающий эти операции закон дистрибутивности. 

* См.: В. Н. Мол о дш ий. Основы учения о числе в XVIII и начале 
XIX века. М, Учпедгиз, 1963, стр. 61—66. 

* Та м же. Приложение 1, 

4 Р. 5 е г ѵ о і з. Еззаі зиг ип поиѵеаи шосіе сГехрозШоп без ргіпсірез 
би саісиі бШегепІіеІ, Аппаіез бе шаіьёшаіічиез, ригез еі арріічиёез, I. V, 
1813—1815, р. 98. 
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одним из первых был Б. Больцано 1 — формулируют общее ин¬ 
дуктивное определение операции сложения натуральных 
чисел. 

В работах Сервуа, Больцано, Гамильтона и других матема¬ 
тиков были точно определены и сформулированы некоторые по¬ 
нятия и законы, сыгравшие впоследствии заметную роль при 
разработке полуформальной аксиоматики арифметики натураль¬ 
ных чисел. 


2. Ответ на второй вопрос С. А. Яновской 

Факты показывают, что разработка содержательных аксио¬ 
матик элементарной геометрии и арифметики количественных 
натуральных чисел не представляла собой единого процесса. Ак¬ 
сиоматизация элементарной геометрии началась до появления 
«Начал» Евклида. Оформившись в «Началах», она стала и оста¬ 
валась в течение многих веков (порой в несколько видоизменен¬ 
ном виде) теоретическим фундаментом геометрии. Арифметика 
количественных натуральных чисел начала строиться аксиомати¬ 
чески только во второй половине XVIII и в первой половине XIX 
века. Хотя здесь были получены многие положительные резуль¬ 
таты, они не составили достаточно полной содержательной 
аксиоматики арифметики количественных натуральных чисел. Ко¬ 
роче: процесс разработки действенной содержательной аксио¬ 
матики арифметики количественных натуральных чисел отста¬ 
вал от аналогичного процесса в геометрии. 

Чем объяснить различия в ходе разработки содержательных 
аксиоматик геометрии Евклида и арифметики количественных 
натуральных чисел? 

Любая математическая теория, в том числе геометрия Ев¬ 
клида и арифметика количественных натуральных чисел, имеет 
целью описание изучаемых ею фактов в их логическом соподчи¬ 
нении. Но решение этой задачи, как неоднократно подчеркива¬ 
лось, не самоцель, а лишь фундамент для разработки спосо¬ 
бов отыскания новых фактов и для последующего их включения 
в исходную (или новую) научную систему. В геометрии Евклида 
и арифметике количественных натуральных чисел способы отыс¬ 
кания новых фактов представляются в первую очередь их разно¬ 
образными алгоритмами. С помощью алгоритмов математические 
теории, в том числе арифметика натуральных чисел и геометрия, 
позволяют эффективно решать задачи других наук и техники. Ес¬ 
ли учесть эти обстоятельства, то на второй вопрос С. А. Яновской 
придется ответить так. До второй половины XIX века обоснова- 


1 См/ Э. Кольман. Бернард Больцано. М., Изд-во АН СССР, 1955, 
стр 37—38 Впоследствии так же определяли операцию сложения Г Грассман 
(1861), Г. Ганкель (1869), Г. Фреге (1884) и другие 
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ние основных утверждений и алгоритмов арифметики количест¬ 
венных натуральных чисел, в первую очередь правил арифмети¬ 
ческих действий, можно было провести без ее аксиоматизации. 
Напротив, поставленная еще до Евклида задача обоснования 
алгоритмов геометрии потребовала аксиоматизации последней. 
Чтобы выяснить причины этого факта, присоединим к сказанно¬ 
му ранее следующие замечания. 

До второй половины XIX века предмет геометрии трактовал¬ 
ся узко, неполно. Полагали, что в геометрии речь идет только 
об идеализированных образах простейших пространственных 
форм, описанных в определениях «Начал» Евклида. При таком 
толковании предмета геометрии построение геометрической фи¬ 
гуры сводилось к конечной цепочке элементарных построений— 
проведению прямой через две данные точки, описанию окруж¬ 
ности любым радиусом из данного центра. Но осуществимость 
названных элементарных построений далеко не бесспорна. Сое¬ 
динить отрезком прямой две точки листа бумаги не так уж и 
трудно. Для этого надо иметь неискривленную линейку и хоро¬ 
шо отточенный карандаш. В известных границах этот отрезок с 
помощью линейки и карандаша можно продолжить в обе сто¬ 
роны. Располагая хорошим циркулем, из некоторой точки листа 
бумаги как из центра можно описать окружность некоторого 
(не очень большого и не очень маленького) радиуса. Однаковы- 
полнение таких построений на участках поверхности Земли, 
когда точки значительно удалены друг от друга, а радиус велик, 
связано с большими трудностями и, что особо важно, может не 
обеспечить требуемой точности. Уже в государствах древнего 
мира люди встречались с такими трудностями в землемерии и 
астрономии (в практике косвенных измерений). Чтобы постро¬ 
ить систему геометрии, надо было описать и признать точно 
осуществимыми некоторые элементарные построения (по¬ 
стулаты). После этого геометрия становилась «геометрией цир¬ 
куля и линейки», но только «идеализированных», предельно 
точных, с помощью которых, скажем, можно разделить пополам 
сколь угодно малый отрезок или построить треугольник, стороны 
которого как угодно велики. Затем надо было присоединить к 
постулатам описания общих свойств величин (аксиомы) и на 
этой базе развернуть обоснование геометрических алгоритмов 
(алгоритмов сводимости) и изучение свойств пространственных 
форм. 

Чтобы решить эти задачи, Евклид и пошел по пути содер¬ 
жательной аксиоматизации геометрии; за ним пошли математи¬ 
ки всех времен и народов, вплоть до второй половины XIX века. 
Пошли не случайно! Геометрия Евклида является фундаментом 
механики Ньютона, астрономии, физики, других наук и техни¬ 
ки. Результаты всевозможных расчетов и измерений, при про¬ 
ведении которых использовались данные геометрии Евклида, ни- 

18 В. Н. Молодший 273 



когда не нарушали границ требуемой точности. Все это оправ- 
дывало ту идеализацию, без которой Евклид не смог бы 
сформулировать свои постулаты и, следовательно, не смог бы 
дать геометрии конструктивно-аксиоматическое обоснование. 

До второй половины XIX века арифметика натуральных чи¬ 
сел строилась только как арифметика количественных натураль¬ 
ных чисел. При этом аксиоматизация арифметики количествен¬ 
ных натуральных чисел была, по сути дела, не нужна. 

В конечном счете это было обусловлено тем, что многовеко¬ 
вая практика людей — в ее разнообразных формах — давала им 
модели, реальные и абстрактные, на объектах которых они мо¬ 
гли постоянно убеждаться в выполнимости алгоритмов и точно¬ 
сти утверждений арифметики количественных натуральных чи¬ 
сел. Действительно, возможность последовательного и ничем не 
ограниченного построения количественных натуральных чисел в 
связи с переходом от п к я-М, начиная с единицы, с давних 
пор не вызывала сомнений. Это естественно, так как здесь люди 
имели дело с абстракцией, описывающей практически всегда 
осуществимую операцию присоединения вещи к некоторому (ко¬ 
нечному) множеству вещей. Не вызывали сомнений и многие 
свойства количественных натуральных чисел, например комму¬ 
тативность сложения и умножения. Обоснование алгоритма сло¬ 
жения (умножения) осуществлялось с помощью абстрактных 
моделей, одна из которых рассмотрена нами выше (часть первая, 
глава вторая, параграф 2). Как эта модель, так и алгоритм сло¬ 
жения описывают в чистом виде процессы суммирования, осу¬ 
ществляемые ранее людьми с помощью камешков, счетных прибо¬ 
ров (абак) и т. п. Арифметику количественных натуральных чи¬ 
сел можно было строить описательно, путем использования тако¬ 
го рода моделей. 

Сказанному, казалось бы, противоречит то, что во второй по¬ 
ловине XVIII и в начале XIX века предпринимались небезре¬ 
зультатные попытки аксиоматического обоснования арифметики 
количественных натуральных чисел. Но это противоречие ка¬ 
жущееся. Во-первых, и в это время доказательство утверждений 
и обоснование алгоритмов арифметики количественных нату¬ 
ральных чисел основывается на рассмотрении абстрактных 
моделей; аксиоматика только несколько уточняет соответствую¬ 
щие доказательства. Во-вторых, импульсы к этому надо искать 
преимущественно не внутри, а вне арифметики — в возросшем 
внимании к задачам обоснования математики, в первую очередь 
алгебры и математического анализа. Так, интерес к изучению 
законов счета в их общем виде, как законов операций, восходит 
к Лейбницу. Интересовались законами счета в их общем виде 
Эйлер, Лагранж, Лаплас, Лорнья и другие в связи с задачами, 
которые им встречались в математическом анализе. Сервуа 
выдвинул в общем виде три закона счета, имея в виду задачи 


274 



построения математического анализа, но отнюдь не запросы 
арифметики количественных натуральных чисел. Не случайно 
в конце XVIII и начале XIX века законы счета становятся ком¬ 
понентами и действенным началом теоретического обоснования 
арифметики натуральных чисел, в первую очередь четырех пра¬ 
вил арифметических действий. 

Необходимость разработки полной системы аксиом арифме¬ 
тики натуральных чисел возникла только во второй половине 
XIX века. 


3. Основные предпосылки разработки полуформальной 
системы аксиом арифметики натуральных чисел 

В 1891 году Пеано описал построенную им систему аксиом 
арифметики натуральных чисел. В 1899 году Д. Гильберт вы¬ 
пустил в свет свои «Основания геометрии», в которых изложил 
разработанную им полуформальную систему аксиом геометрии 
Евклида. До Пеано и Гильберта в том же направлении работали 
и получили превосходные результаты Г. Грассман, Р. Дедекинд, 
Паш, Пиери и другие 

Чем объясняется необходимость разработки полуформальных 
систем аксиом геометрии Евклида и арифметики натуральных чи¬ 
сел? Почему к концу XIX века аксиоматизация арифметики нату¬ 
ральных чисел «догоняет» и по результатам становится рядом с 
аксиоматизацией геометрии Евклида? В каком, наконец, смысле 
система аксиом Пеано оказалась достаточной для построения 
арифметики натуральных чисел? 

XIX век называют веком арифметизации математического 
анализа. Разработать логически стройное учение о числе и сде¬ 
лать его фундаментом математического анализа — такова была 
основная цель процесса арифметизации 1 2 . В работах Коши и 
Больцано, потом Вейерштрасса и других математиков процесс 
арифметизации математического анализа нашел для своего вре¬ 
мени совершенное воплощение. Исследования Г. Грассмана по- 


1 О значении исследований Паша, Пиери и других в развитии полуфор¬ 
мальной аксиоматики геометрии Евклида см.: П. К. Рашевски й. Основа¬ 
ния геометрии Гильберта и их место в историческом развитии вопроса. Статья 
является вводной к русскому переводу «Оснований геометрии» Д. Гильберта 
(изд. 1948 г.). Роль Грассмана н Дедекинда в развитии полуформальной ак¬ 
сиоматики натуральных чисел детально описана Ван Хао (Нао м^апд) в его 
работе: ТНе ахіотаіігаііоп оі агШітеіІс. ТЬе Лоигпаі о! ЗутЪоІіс Ьоціс, ѵ. 22, 
N 2, 1957. 

2 Истории арифметизации математического анализа и других разделов 
математики посвящено много исследований. См., например: Ф. Клейн. Лек¬ 
ции о развитии математики в XIX столетии, ч. 1. М.—Л., Гостехиздат, 
1937. 
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лазали, что и при построении некоторых геометрических теорий 
учение о числе должно играть роль фундамента. 

Необходимость арифметизации математического анализа и 
других разделов математики — вот что побуждало математи¬ 
ков второй половины XIX века заняться построением логи¬ 
чески стройного учения о числе. Этот факт подчеркивал Р. Деде- 
кинд ! . 

Две проблемы оказались здесь узловыми, решающими. Сна¬ 
чала надо было построить научно обоснованные здания арифме¬ 
тики натуральных и арифметики действительных чисел. Это 
естественно: здесь закладывался фундамент для разработки ма¬ 
тематическими средствами идей прерывности и непрерывности. 
После этого без преодоления каких-либо принципиальных труд¬ 
ностей можно было построить учение о числе «в целом» (нату¬ 
ральные, целые, рациональные, действительные комплексные и 
гиперкомплексные числа). Это обстоятельство усиливало инте¬ 
рес математиков к разработке основ арифхметики натуральных 
чисел. В 70—80-х годах XIX века Р. Дедекинд, К. Вейерштрасс 
и Г. Кантор разработали различные (оказавшиеся эквивалент¬ 
ными) варианты арифметики действительных чисел. Затем Де¬ 
декинд и Пеано развили аксиоматику арифметики натуральных 
чисел. 

Во второй половине XIX века выяснилось, что исходные по¬ 
сылки арифметики количественных натуральных чисел присущи 
и порядковым натуральным числам, а также (при подходящем 
выборе условий) и другим областям объектов. Короче, был уста¬ 
новлен формальный (всеобщий) характер арифметики натураль¬ 
ных чисел. Чтобы доказать теоремы арифметики натуральных 
чисел во всей общности, стало недостаточным проверять вы¬ 
полнимость ее законов и действенность алгоритмов на моделях, 
сконструированных из объектов какой-либо ее интерпретации. 
Делу могла помочь система аксиом, описывающая общую струк¬ 
туру областей объектов, изоморфных множеству количествен¬ 
ных натуральных чисел. Так впервые в самом учении о числе 
возникла проблема разработки (полуформальной) системы акси¬ 
ом арифметики натуральных чисел. Некоторое влияние оказы¬ 
вали и внешние стимулы; в это время шла разработка полуфор¬ 
мальной аксиоматики геометрии Евклида. 

В середине XIX века кватернионы Гамильтона и гипер ком¬ 
плексные числа Г. Грассмана дали математикам первые приме¬ 
ры числовых областей, в которых выполняются не все пять за¬ 
конов счета 1 2 . Стало ясным, что при аксиоматическом построе- 


1 См.: Р. Дедекинд. Непрерывность и иррациональные числа. 
«Сборник научно-популярных статей но основаниям арифметики». Казань, 1906. 

2 Если аир кватернионы, то не всегда <хР = Р<х. 
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нии арифметики натуральных чисел вряд ли целесообразно 
включать все законы счета в число ее аксиом; лучше пытаться 
их доказать. Отсюда следовало, что и при последующем обоб¬ 
щении понятия числа эти законы также целесообразно доказы¬ 
вать или проверять их выполнимость. 

При аксиоматическом обосновании арифметики натураль¬ 
ных чисел решающую, действенную роль играет аксиома индук¬ 
ции (математическая индукция). Однако этот факт математики 
смогли осознать лишь во второй половине XIX века, когда они 
начали разрабатывать доказательства законов счета для нату¬ 
ральных чисел. Это подтверждают работы Г. Грассмана 1 
(1861), Г. Гельмгольца (1887) и Р. Дедекинда (1888), посвя¬ 
щенные обоснованию арифметики натуральных чисел 2 . Попут¬ 
но выяснилось, что полуформальную аксиоматику арифметики 
натуральных чисел целесообразно строить, опираясь на понятие 
порядкового натурального числа 3 . Последняя идея получила 
поддержку в исследованиях Г. Кантора об ординальных (поряд¬ 
ковых) трансфинитных числах. В свете этих новых исследований 
не могло не стать ясным, что аксиома индукции описывает ос¬ 
новное, характеристическое свойство множеств, упорядоченных 
так же, как упорядочено (по величине элементов) множество 
количественных натуральных чисел. Соответственно этим фак¬ 
там можно было также уяснить, что почти все свойства нату¬ 
ральных чисел, в том числе и пять законов счета, при доказа¬ 
тельстве необходимо связаны с математической индукцией, что, 
следовательно, последняя должна войти в число аксиом ариф¬ 
метики натуральных чисел. 

Учитывая все выше перечисленные открытия, было естествен¬ 
ным строить полуформальную систему аксиом арифметики на¬ 
туральных чисел как описание последовательности, внутреннее 
устройство которой характеризуется в первую очередь аксиомой 
индукции, а элементы можно связывать сложением и умноже¬ 
нием, также индуктивно определенными. Разработанная Пеано 
(и Дедекиндом) полуформальная система аксиом арифметики 
натуральных чисел полностью отвечает всем этим исторически 
сложившимся требованиям. 


1 Н. С г а з § ш а п п, ЬеЬгЬисІі сіег АгііЬтеіік. Вегііп, 1861. 

2 Г. Гельмгольц. Счет и измерение. Р. Д е д е к и н д. Что такое числа 
и для чего они служат. «Сборник научно-популярных статей по основаниям 
арифметики». Казань, 1906. 

3 Эта идея имела приверженцев и в конце первой половины XIX века. 
См.: М. П у а н с о. Размышления об основных положениях теории чисел. 
«Сборник научно-популярных статей по основаниям арифметики». Казань, 1906. 
Статья Пуансо была опубликована впервые в 1841 году. 
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Г лава четвертая 


ДОПОЛНЕНИЯ К ХАРАКТЕРИСТИКЕ 
ПОЛУФОРМАЛЬНОГО АКСИОМАТИЧЕСКОГО МЕТОДА 

1. Роль аксиомы индукции в арифметике 

натуральных чисел 

При доказательстве многих основных утверждений матема¬ 
тики используется аксиома индукции, или, что то же, принцип 
полной математической индукции. Используется эта аксиома 
и при доказательстве основных теорем и обосновании алгорит¬ 
мов арифметики натуральных чисел. 

Благодаря чему аксиома индукции играет в математике су¬ 
щественную роль? Чтобы ответить на этот вопрос, надо предва¬ 
рительно выяснить объективные основания роли аксиомы индук¬ 
ции в арифметике натуральных чисел. 

Этот вопрос имеет не только специально математический, но 
и гносеологический смысл. 

Вопрос о роли аксиомы индукции исследовался неоднократ¬ 
но, притом с разных точек зрения (классической, конструктив¬ 
ной) и разными методами. В первую очередь следует указать на 
результат, полученный П. С. Новиковым. При помощи средств 
математической логики он разработал эффективный критерий, 
позволяющий для любой проблемы, сформулированной в терми¬ 
нах арифметики натуральных чисел и не содержащей утвер¬ 
ждения существования, решить вопрос: выводима или не выво¬ 
дима она без помощи аксиомы индукции? 1 

Здесь мы отметим ответ на поставленный вопрос, который 
может быть получен, если опираться в исследовании на теоре¬ 
тико-множественные представления. 

Систему аксиом, состоящую из I—IV аксиом Пеано (т. е. без 
аксиомы индукции) 2 , будем обозначать символом Р\. Символом 

обозначим систему аксиом, которую можно получить из Р і, 
если в ней заменить IV аксиому утверждением: каждое нату¬ 
ральное число, отличное от 1, непосредственно следует за одним 
и только одним натуральным числом. 

Все интерпретации I—V аксиом Пеано, содержащие только 
числа, полученные из единицы операцией перехода к следующе¬ 
му числу, изоморфны, иначе говоря — эта система аксиом кате¬ 
горична относительно таких интерпретаций. Системы аксиом Р\ 
и Р 2 этим свойством не обладают. 


1 См.: П. С. Новиков. Об аксиоме полной индукции. «Доклады Акаде¬ 
мии наук СССР», т. 64, 1949, № 4. См. также: Куіі-Ыагсігеѵзкі. Тііе 
гоіе оі Іпе ахіот о! іпбисііоп 1п еіеглепіагу агШшеПс, Рипбатепіа МаіЬета- 
іісаі, 1:. XXXIX, 1952. См. также статью «Математическая индукция» (без 
подписи). Философская энциклопедия, т. 3. М., 1964. 

2 Система аксиом Пеано приведена выше, на стр. 64. 
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Обозначив элементы моделей Р\ и кружками, а переход 
от а к а+ стрелкой, легко изобразить их модели графически. 
Каждая такая модель содержит компоненту, начинающуюся с 
единицы, вида 


ѳ-о— о—о—... 

Рис. 22 

произвольное число циклических компонент вида 

О) Смэ С> )•••> 

Рис. 23 

и произвольное число компонент системы всех целых чисел 

...-о—о-о-о-... 

Рис. 24 


В случае аксиоматики Р 2 произвольными наборами компо¬ 
нент указанного вида исчерпываются все возможные модели, в 
которых выполняются аксиомы I—IV. В случае же аксиомати¬ 
ки Р\ могут существовать еще дополнительные компоненты ти¬ 
па обычной системы натуральных чисел, начинающихся с эле¬ 
ментов, отличных от единицы 

о—о—о—о—... 

Рис. 25 


Например, из основной компоненты 




• • • 


и дополнительной компоненты 
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можно построить модель 

1 1 _ 1 _ о оі. ч «з * 

* 2 у ^ 2 , ^) ° 2 , *" * 

Если учесть строение возможных моделей систем Р 2 и Р и то 
роль аксиомы индукции в обеспечении категоричности системы 
аксиом I—V (в смысле, уточненном на стр. 256) становится со¬ 
вершенно ясной: она исключает дополнительные 
компоненты, сохраняет только компоненту, на¬ 
чинающуюся с единицы. 

Для элементов различных моделей системы аксиом I—IV 
можно в принципе устанавливать различные определения сло¬ 
жения и умножения. Например, для сложения а ргіогі имеются 
три возможности: 

1) определение вводит (как и для обычных натуральных чи¬ 
сел) одну-единственную операцию; 

2) определение вводит несколько операций сложения; 

3) определяющие условия противоречивы. 

В частности, для некоторых моделей системы Р можно опре¬ 
делить сложение и умножение так, что при этом будут выпол¬ 
няться требования, входящие в определение сложения и умно¬ 
жения для настоящих натуральных чисел. 

Учитывая это, поставленный в начале главы вопрос можно 
уточнить так: нельзя ли доказательство некоторых основных 
теорем арифметики натуральных чисел, например доказательст¬ 
во законов счета, свойств неравенств и т. п., освободить от ак¬ 
сиомы индукции, доказать их только при помощи I—IV аксиом 
и таких определений сложения и умножения, для которых вы¬ 
полняются требования, входящие в определения сложения и ум¬ 
ножения для настоящих натуральных чисел? 

Есть простой способ, позволяющий достаточно ясно ответить 
на так сформулированный вопрос. Здесь имеется в виду соот¬ 
ветствующее использование моделей I—IV аксиом с определен¬ 
ными для их элементов операциями сложения и умножения и 
обладающими свойствами, входящими в определения сложения 
и умножения для настоящих натуральных чисел. Сопоставление 
свойств «натуральных» чисел этих моделей с соответствующими 
свойствами обычных натуральных чисел позволит наглядно и до¬ 
статочно полно выяснить, что, как правило, доказательство ос¬ 
новных теорем арифметики натуральных чисел существенно 
опирается на аксиому индукции. 

Более точное рассмотрение такого рода моделей 1 показыва¬ 
ет, что: 


1 Эти модели мы здесь не рассматриваем. По этому вопросу см 
В. Н. Молодший Основы учения о числе в XVIII и начале XIX века. М, 
Учпедгиз, 1963. Приложение 1. 
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1. Первые четыре аксиомы арифметики натуральных чисел 
допускают различные интерпретации, для элементов которых 
можно так определить сложение и умножение, что останутся 
справедливыми требования, входящие в определения сложения 
и умножения для обычных натуральных чисел. 

2. Присоединение аксиомы индукции к аксиомам I—IV поз¬ 
воляет выделить из множества таких моделей класс изоморфных 
моделей, элементами которых являются объекты, соответствую¬ 
щие интуитивным представлениям о «натуральном числе». Сле¬ 
довательно, аксиома индукции описывает основное, специфиче¬ 
ское свойство каждой модели этого класса, т. е. основное специ¬ 
фическое свойство множества обычных натуральных чисел. 
Именно поэтому доказательство основных теорем и обоснование 
алгоритмов арифметики натуральных чисел опирается, как пра¬ 
вило, на аксиому индукции. 

3. Из множества всех таких моделей I—IV аксиом всегда 
можно выделить такую модель, в которой не выполняются неко¬ 
торые основные свойства обычных натуральных чисел (зак<?ны 
счета, законы неравенства, разделение чисел на простые и слож¬ 
ные и т. п.). Поэтому в арифметике натуральных чисел все эти 
законы не могут быть доказаны без аксиомы индукции. 

2. О так называемых условных определениях 

в математике 

В математике нередко встречаются определения, которые 
принято называть условными. К числу условных относят опре¬ 
деление умножения для положительных и отрицательных чисел, 
определение нулевой степени и т. п. 

А. Пуанкаре считал, что наличие условных определений в 
математике свидетельствует о независимости ее содержания от 
существования реального мира, т. е. о том, что она является ре¬ 
зультатом лишь свободной деятельности человеческого мышле¬ 
ния *. Чтобы обосновать последнее заключение, Л. Пуанкаре 
истолковал условные определения математики как такие опре¬ 
деления, содержание которых полагается интеллектом и коррек¬ 
тируется законами логики, а не объективным положением вещей. 

В противоположность А. Пуанкаре мы постараемся здесь 
выяснить реальные основания и смысл условных определений в 
математике на примере построения арифметики целых чисел. 

Необходимость расширения числовой области, как правило, 
обусловлена тем, что в этой области какая-либо операция не¬ 
выполнима или не всегда выполнима. Цель, которую при этом 
преследуют, лучше всего раскрывают требования, которыми ру- 


1 См.: А. Пуанкаре. Наука и гипотеза, пер. с франц М, 1904, стр 2. 
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ководствуются при осуществлении расширения. Эти требования 
таковы: 

К Числа расширяемой числовой области должны войти в 
расширенную числовую область. 

2. В расширенной области чисел должны быть определены 
такие же арифметические операции, как и в исходной области 
чисел. При этом если операция совершается над числами исход¬ 
ной области, как над числами расширенной области, то старая 
и новая трактовки операции должны приводить к одному и то¬ 
му же результату. 

3. В расширенной области чисел должна быть выполнима 
операция, которая в исходной области чисел была невыполни¬ 
ма или не всегда выполнима. 

4. Расширенная область чисел должна быть минимальной из 
всех возможных расширений исходной области чисел (удовлет¬ 
воряющих требованиям 1, 2 и 3) и определяться последней од¬ 
нозначно с точностью до изоморфизма. 

Например, учитывая, что в области натуральных чисел вы¬ 
читание не всегда выполнимо, и расширяя эту последнюю до 
новой числовой области, где эта операция всегда выполнима, 
сначала получают арифметику целых чисел, потом рациональ¬ 
ных, а затем и действительных чисел 

Расширение области натуральных чисел (включающей нуль) 
до области целых чисел, т. е. до минимальной области чисел, в 
которой всегда выполнимы сложение, умножение и вычитание и 
которая содержит все натуральные числа, осуществляют обыч¬ 
но следующим образом. 

Предполагают, что арифметика натуральных чисел (множе¬ 
ство которых включает нуль) непротиворечива. Рассматривают 
множество всех возможных пар ( а , Ь) натуральных чисел, взя¬ 
тых в определенном порядке, причем называют каждую такую 
пару целым числом. Принимают, что число (а, Ь) больше, рав¬ 
но или меньше числа (с, сі) тогда и только тогда, когда а+й , 
соответственно, больше, равно или меньше Ь + с, или в символах: 

(л, Ь) | (с, сі) , 

тогда и только тогда, когда 

а+<і =Ь 

< 

При таком толковании слов «больше», «равно» и «меньше» 

(я + т, Ь + т) = (а, Ь) 

при всяком натуральном т. 


1 Используя понятие изоморфизма, можно дать общее и точное опреде¬ 
ление минимального расширения числовой области. 
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Далее, 

«ели а>Ь, то (а у Ь) — (а— 6,0) = (п,0), п — а—Ь; 

еѵли а = Ь у то (а,Ь) = (0,0); 

если а<Ь, то (а у Ь) = (0, Ь— а) = (0,п), п = Ь — а, 

причем 

(я,0) > (0,0), 

(0 ,п) < (0,0) 

при любом натуральном я, отличном от нуля. 

Условливаются понимать под сложением и умножением пра¬ 
вила соответствия, относящие к любым целым числам (а,Ь) и 
(с, сі) единственное целое число (т, п) так, что 

(а у Ь) + ( сД) = (а+с у Ь+4) у 
(а у Ь) • (с 4) — (ас + Ьй у ай + Ьс ). 

При таких определениях прямых арифметических действий 
в области целых чисел: 

1) все пять законов счета выполняются, 

2) операция вычитания всегда выполнима, 

3) множество всех натуральных чисел (включая нуль) явля¬ 
ется подмножеством множества целых чисел. 

Таким образом, при указанных выше условиях множество 
всех возможных пар (а у Ь) натуральных чисел представляет со¬ 
бой модель арифметики целых чисел, следовательно, если 
арифметика натуральных чисел непротиворечива, то непроти¬ 
воречива и арифметика целых чисел. 

Итак, множество натуральных чисел можно расширить до 
новой (минимальной) области чисел так, что относительно вы¬ 
читания будут выполнены все требования, предъявляемые к рас¬ 
ширению числовых областей. 

Является ли указанное минимальное расширение области 
натуральных чисел единственным? Нет, существуют и другие 
минимальные расширения, решающие ту же самую задачу *. 

Чем они отличаются друг от друга? Гем, что только в обла¬ 
сти обычных целых чисел все пять законов счета всегда вы¬ 
полнимы 1 2 . В других (минимальных) расширениях области на¬ 
туральных чисел относительно операции вычитания все или 
часть законов счета выполняются не всегда. 

Учитывая запросы практики математических исследований, 
из всех возможных минимальных расширений области натураль- 


1 Соответствующие модели мы здесь не рассматриваем См по этому во¬ 
просу В Н Молодший Основы учения о числе в XVIII и начале XIX 
века М, Учпедгиз, 1963 Приложение 9 

2 Доказательство этого утверждения обычно приводится в курсах выс¬ 
шей алгебры 
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ных чисел относительно операции вычитания выбирают обычную 
арифметику целых чисел, для чего и условливаются сравнивать 
эти числа по величине, складывать и умножать так, как это при¬ 
нято делать в описанной «теории пар». 


3. Границы действенной силы полуформального 

аксиоматического метода 


Полуформальный аксиоматический метод является одним 
из наиболее сильных методов обоснования и развития содержа¬ 
ния математических теорий. Возможности его, однако, небезгра¬ 
ничны. 

Каждый раз, когда на базе существующих математиче¬ 
ских теорий развиваются новые математические понятия, не 
сводящиеся к ранее изученным, т. е. подчиняющиеся какой-то 
пока неизвестной нам системе аксиом, мы должны оставить ак¬ 
сиоматический метод исследования и рассматривать эти поня¬ 
тия, так сказать, сами по себе. Мы должны изучить своеобразие 
свойств новых понятий, основные из них задать аксиоматически, 
после чего вновь появится возможность их дальнейшего аксио¬ 
матического изучения. В этом случае мы идем не от аксиом к 
новым понятиям, а, наоборот, от новых понятий к новым ак¬ 
сиомам. 

Примеров, подтверждающих сказанное, можно привести 
очень много. Читатель их может найти в третьей главе. Здесь 
мы напомним только два факта. 

Аксиоматический метод не мог подсказать математикам, как 
надо обобщить и уточнить элементарное понятие суммы, чтобы 
построить логически стройное учение о числовых рядах и устра¬ 
нить парадоксы, связанные с чисто формальным («необоснован¬ 
ным») применением этого понятия ко всем видам числовых ря¬ 
дов. 

Столь же бессилен был аксиоматический метод и тогда, ког¬ 
да Вессель, Арган и другие математики, вплоть до Гамильтона, 
разрабатывали арифметику кватернионов. 

Развитие содержания аксиоматизированных теорий нередко 
не может ограничиваться методами, которые обосновываются их 
системами аксиом. Например, выдающиеся результаты Г. Ф. Во¬ 
роного и И. М. Виноградова в теории чисел были получены ими 
не с помощью аксиом этой теории, а в результате применения 
методов геометрии и математического анализа. 

Недостаточность средств полуформального аксиоматического 
метода для решения .узловых вопросов теории множеств отмеча¬ 
лась выше, когда речь шла о методе моделей. 
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4. Гносеологическое значение полуформального 

аксиоматического метода 

Полуформальный аксиоматический метод показывает, что 
одна и та же область количественных соотношений и про¬ 
странственных форм реального мира может быть описана раз¬ 
личными математическими теориями, обоснованными аксиомати¬ 
чески. Предпочтение должно быть отдано той теории, которая 
дает намлучшее их описание. Средства решения этого вопроса 
находятс^ вне математики — в практике (в широком смысле это¬ 
го слова: механика, физика, другие науки и т. п.). Такое решение 
вопроса о соотношениях различных геометрий с физическим про¬ 
странством было впервые намечено Лобачевским, потом развито 
Риманом и затем нашло подтверждение в теории относитель¬ 
ности. 

Полуформальный аксиоматический метод требует доказа¬ 
тельства непротиворечивости системы аксиом каждой аксио¬ 
матизированной математической теории. Подобные доказатель¬ 
ства проводятся обычно с помощью абстрактных моделей, истин¬ 
ность которых в конечном счете установлена в практике. Тем 
самым отвергается утверждение субъективного идеализма, со¬ 
гласно которому математика есть результат свободного творчест¬ 
ва мышления, освобожденного «от тирании внешнего мира» 
(Пуанкаре). 

Полуформальный аксиоматический метод опровергает фило¬ 
софию математики Канта, основное утверждение которой 
гласит: истины математики суть синтетические утверждения 
а ргіогі. 

Наконец, полуформальный аксиоматический метод опроверга¬ 
ет метафизическую трактовку математики, согласно которой за¬ 
коны математики данной эпохи являются адекватным отображе¬ 
нием законов природы. 

Подлинно научной, гносеологической основой полуформаль¬ 
ного аксиоматического метода является теория отражения — со¬ 
ставная часть диалектического материализма *. 


1 См. в этой связи: А. Реньи, Идеологическое значение геометрии 
Бойяи — Лобачевского. Асіа Маійешаііса Асасіешіае Зсіепііагит Нип^агісае, 
I. V, Зирріетепіит, 1954, стр. 21—42. 




ПРИЛОЖЕНИЕ 1 


О НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТИ ГЕОМЕТРИИ 

ЛОБАЧЕВСКОГО 1 

1. Система аксиом геометрии Евклида 

Так как система аксиом геометрии Лобачевского отличается от системы- 
аксиом Евклида только одной аксиомой — аксиомой о параллельных, то пре¬ 
жде чем решить поставленный вопрос, мы воспроизведем здесь систему аксиом 
Евклида, разработанную Д. Гильбертом. 

Основные элементы геометрии Евклида —точки, прямые и плоскости — 
находятся во взаимных отношениях, которые мы выражаем словами: «лежит», 

«между», «конгруэнтный», «параллельный» и «непрерывный». Точное и для 
математических целей полное описание этих отношений дается следующими 
пятью группами аксиом геометрии Евклида. 

І,_ в — аксиомы соединения (принадлежности); 

11(—4 — аксиомы порядка; 

III) — 5 — аксиомы конгруэнтности; 

IV — аксиома параллельности; 

V і —2 — аксиомы непрерывности. 

Аксиомы соединения (принадлежности) 

11. Для любых двух точек А, В существует прямая а, принадлежащая 
каждой из этих двух точек А, В. 

1 2 . Для двух точек А, В существует не более одной прямой, принадле¬ 
жащей каждой из точек А, В. 

Ь. На прямой существует по меньшей мере две точки. Существуют по 
крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой. 

Ц. Для любых трех точек А, В , С, не лежащих на одной и той же пря¬ 
мой, существует плоскость а, принадлежащая каждой из трех точек А, В, С. 
Для любой плоскости всегда существует принадлежащая ей точка. 

Ц. Для любых трех точек А, В, С, не лежащих на одной и той же пря¬ 
мой, существует не более одной плоскости, принадлежащей этим точкам. 


1 Приложение предназначается для читателей, недостаточно знакомых 
с доказательствами непротиворечивости систем аксиом посредством постро¬ 
ения моделей. Оно не является полным (речь идет только о геометрии пло¬ 
скости). См. по этому вопросу: В. Ф. Каган. Основания геометрии, ч. II. 
М., Гостехиздат, 1956; Б. Н. Делоне. Краткое изложение доказательства 
непротиворечивости планиметрии Лобачевского. М —Л., Изд-во АН СССР, 
1953. 
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І«. Если две точки А, В прямой а лежат в плоскости а, то всякая точка 
прямой а лежит в плоскости а. 

Ь. Если две плоскости аир имеют общую точку А, то они имеют по 
крайней мере еще одну общую точку В. 

Ів. Существуют по крайней мере четыре точки, не лежащие на одной 
плоскости. 

Примечание. Аксиомы І 4 _з называются плоскостными аксиомами 
группы I; аксиомы І 4 _ 8 называются пространственными аксиомами группы I. 

Аксиом* Іт выражает, что пространство имеет не более трех измерений; 
напротив, алсиома Ь выражает, что пространство имеет не менее трех 
измерений. 


Аксиомы порядка 

Аксиомы II группы определяют понятие «между» и дают возможность на 
основании этого понятия установить порядок точек на прямой, плоскости 
и в пространстве. 

11і. Если точка В лежит между точкой А и точкой С, то А, В, С суть 
три различные точки прямой и В лежит также между С и А. 

Иг. Для любых двух точек. А и С на прямой АС существует по крайней 
мере одна точка В, такая, что точка С лежит между А и В. 

113. Среди любых трех точек прямой существует не более одной точки, ле¬ 
жащей между двумя другими. 

Аксиомы И», г, з устанавливают порядок точек на прямой. Нижеследую¬ 
щая I іа аксиома (аксиома Паша) характеризует порядок точек на плоскости. 

А В С А С В 

—и — ■ — ■■■ і - 1 - — 4-- ■ ■■ - "I - 

Рис. 26 Рис. 27 

Определение. Отрезком прямой а называют систему любых двух то¬ 
чек А, В этой прямой. Отрезок обозначают АВ или ВА. Все точки прямой, 
лежащие между А и В, называются лежащими внутри отрезка А В. 

11 4 . Пусть А, В, С — три точки, не лежащие на одной прямой, и а — пря¬ 
мая в плоскости АВС, не проходящая ни через одну из точек А, В, С; если 
при этом прямая проходит через одну из точек отрезка АВ, то она должна 
пройти через одну из точек отрезка АС или через одну из точек отрезка ВС. 

С помощью аксиом соединения и порядка можно доказать ряд теорем, 
справедливых как в геометрии Евклида, так и в геометрии Лобачевского. От¬ 
метим из них только четыре. 

Теорема \» Как бы ни было расположено конечное число точек на пря¬ 
мой, их можно обозначить буквами А, В, С, В, Е, .... К так, чтобы точка, 
обозначенная буквой В, лежала между точкой А, с одной стороны, и точками 
С, О, Е, ..., К — с другой, далее С — между А и В, с одной стороны, и О, Е, 
..., К — с другой, В — между А, В, С, с одной стороны, и Е, ..., К — с другой, и 
т. д. Кроме этого обозначения, существует еще только обратный способ обо¬ 
значения: К, ..., Е, О, С, В, А, обладающий тем же свойством. 
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Теорема 2. Между любыми двумя точками прямой существует бесчислен¬ 
ное множество точек. 

Теорема 3. Каждая прямая а, лежащая в плоскости а, разбивает точки 
плоскости а, не лежащие на этой прямой, на две области, обладающи сле¬ 
дующим свойством: каждая точка А одной из областей вместе с каждой точ¬ 
кой В другой области определяет отрезок АВ, внутри которого лежит одна 
точка прямой а, а любые две точки А и А' одной и той же области опреде¬ 
ляют отрезок, не содержащий ни одной из точек прямой а (рис. ‘39) 




Определение. Говорят, что точки А и А' лежат в плоскости а по од¬ 
ну и ту же сторону от примой а и что точки А и В лежат в плоскости а по 
разные стороны от прямой а. 

Теорема 4. Каждая плоскость а разбивает прочие точки пространства на 
две области, обладающие следующим свойством: любая точка А одной из 
областей совместно с любой точкой В другой области определяет отрезок АВ. 
внутри которого лежит точка плоскости а; наоборот, любые две точки А и 
А' одной и той же области определяют отрезок А А', не содержащий ни од¬ 
ной точки плоскости а. 

Определение Говорят, что точки А и А' в пространстве находятся 
по одну и ту же сторону от плоскости а, а точки А и В в пространстве нахо¬ 
дятся по разные стороны от плоскости а. 

Аксиомы кснгруэнтности 

Аксиомы III группы определяют понятие конгруэнтности и тем са¬ 
мым понятие движения. 

111 1- Если А, В — две точки на прямой а, а А' — точка на той же прямой 
или на другой прямой а', то всегда можно найти по данную от точки А' сто¬ 
рону прямой а' одну и только одну такую точку В\ что отрезок А В конгру¬ 
энтен, или равен, отрезку А'В'\ это отношение между отрезками АВ и А'В' 
обозначается так АВ = А'В'. Каждый отрезок конгруэнтен самому себе, т е. 
всегда АВ=АВ и АВ = ВА. 

Аксиома III і дает возможность откладывать отрезки. 

111 2 - Если отрезок А В конгруэнтен как отрезку А'В', так и отрезку А” В", 
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то и А'В' конгруэнтен отрезку А"В", т. е. если АВ^А'В' и АВ==А"В", то 
\акже А'В' = А"В". 

Конгруэнтность отрезков обладает свойствами с и м м е т р и и и т р а н- 
з и т и в н о с т и, т. е. справедливы теоремы: 

Теорема 5. Если АВ = А'В', то А'В'^АВ, 

Теорема 6. Если АВ==А'В' и А'В' = А"В", то АВ=А"В". 

III». Пусть Л В и ВС — два от¬ 
резка на прямой а (рис. 30) без 
общих точек; далее, пусть А'В' и 
В'С' — два отрезка на той же или 
на другой прямой а', тоже без об¬ 
щих точек. Если при этом ЛВ = 

= Л'В' и ВС = В'С', то всегда 
4С = Л'С'. 

Эта аксиома выражает требование возможности складывать отрезки. 

Пояснение. Систему двух различных лучей к, к, выходящих из одной 
точки О, мы называем углом и обозначаем /.(к, к) или ^ (к, к). 

Лучи к, к называются сторонами угла, а точка О — вершиной угла. Раз¬ 
вернутые и сверхтупые углы этим определением исключаются. 

Пояснение. Углы (в некоторых случаях) находятся друг к другу в 
известных отношениях, для описания которых мы будем пользоваться, как и 
для отрезков, словами «конгруэнтный» или «равный». 

НК. Пусть даны угол /.{к, к) в плоскости а и прямая а' в плоскости а', 
а также определенная относительно а' сторона плоскости а'. Пусть к ' обо¬ 
значает луч прямой а', исходящей из точки О'; тогда в плоскости а' сущест¬ 
вует один и только одни луч к', такой, что /. (к, к) конгруэнтен, или равен, 
/і (к\ к') и вместе с тем все внутренние точки А {к', к') лежат по данную сто¬ 
рону от а'; это отношение между углами обозначается так: /_ {к, к) =/_(/*', к'). 
Каждый угол конгруэнтен самому себе, т. е. всегда /.{к, к) = /. (к', к'). 

Короче говоря: каждый угол может быть отложен одним-единствен- 
ным способом в заданной плоскости, при заданном луче, по заданную его 
сторону. 

II о я с не н ие. Система отрезков АВ, ВС, СО, ..., К2 называется ломаной 
линией. Если точка 2 совпадает с точкой А, то ломаная линия называется 
многоугольником; отрезки АВ, ВС, СО, ..., КА называются сторонами много¬ 
угольника; точки А, В, С, ..., К называются вершинами многоугольника. Мно¬ 
гоугольники с 3, 4, ..., п вершинами называются соответственно треугольника¬ 
ми, четырехугольниками, ..., л-угольникам и. 

11 15 - Если для двух треугольников АВС и А'В С' имеют место конгруэн¬ 
ции АВ = А'В', АС^А'С', /СВЛС = /_В'А'С, то всегда имеют место и конг¬ 
руэнции 2-АВС = 2-А'В'С', 2_АСВ==2-А'С'В'. 

Аксиомы 111 1 —з содержат утверждения, касающиеся лишь конгруэнтности 
отрезков; их можно поэтому назвать линейными аксиомами группы III. Ак¬ 
сиома 1 11 4 содержит утверждение, касающееся конгруэнтности углов. Аксио¬ 
ма 111 & связывает между собой понятия о конгруэнтности отрезков и углов. 
Аксиомы 1114 и ІІІ 5 содержат утверждение относительно элементов геометрии 

19 В. II. Мол од шин 
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на плоскости и поэтому могут быть названы плоскостными аксиомами 
группы III. 

С помощью аксиом конгруэнтности доказывается теорема о равенстве уг¬ 
лов при основании равнобедренного треугольника, второй и третий признаки 
равенства треугольников, теорема о том, что в каждом треугольнике против 
большего угла лежит большая сторона и что внешний угол треугольника 
больше каждого из двух не смежных с ним углов треугольника. 


Аксиома параллельности 



Пусть а есть некоторая плоскость, а — некоторая прямая в плоскости а, 
а А—точка в этой же плоскости, лежащая вне прямой а. Проведем в плос¬ 
кости а через точку А сначала пря¬ 
мую с, пересекающую прямую а. за¬ 
тем прямую Ь так, чтобы прямая с 
пересекала прямые а и Ь под равны¬ 
ми соответственными углами (на 
рис. 31 В таком случае, 

как это легко заключить из теоремы о 
внешнем угле треугольника, прямые 
а и Ь не имеют общей точки, т. е. в 
плоскости а через точку А, лежащую 

всегда провести ЩИНННННННИИ|НЩНН|[ 

прямую, не пересекающую пря¬ 
мую а. 

IV (аксиома Евклида). Пусть а — произвольная прямая, А — точка, ле¬ 
жащая вне ее; тогда в плоскости, определяемой прямой а и точкой А, су¬ 
ществует не более одной прямой, проходящей через точку А и не пересекаю¬ 
щей прямую а. 

Согласно сказанному выше и аксиоме IV, в плоскости, определяемой пря¬ 
мой а и точкой А, существует одна и только одна прямая, проходящая через 
точку А и не пересекающая прямую а. Эту прямую называют прямой, п а- 
раллельной а, проходящей через точку А. 

Опираясь на аксиомы конгруэнтности и аксиому параллельности, можно 
доказать ряд известных теорем, в частности теорему о том, что сумма углов 
треугольника равна двум прямым. 


Аксиомы непрерывности 

Ѵі (аксиома измерения, или аксиома Архимеда). Пусть АВ и СО — два 
каких-нибудь отрезка; тогда на прямой А В существует конечное число точек 
Аь А 2 , ..., Ап, таких, что отрезки АА|, АИг. А 2 Аз, ..., А п -ь А п конгруэнтны 
отрезку СО и точка В лежит между А и А п . 

Ѵ 2 (аксиома линейной полноты). Точки прямой образуют систему, которая 
при сохранении линейного порядка (теорема 1 в группе аксиом II), первой 
аксиомы конгруэнтности и аксиомы Архимеда (т. е. аксиом Ь- 2 , II, ПЬ, Ѵі) 
не допускает никакого расширения, т. е. к этой системе точек невозможно 
прибавить еще точки так, чтобы в системе, образованной первоначальными и 
добавленными точками, выполнялись все приведенные аксиомы. 
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Аксиомы Ѵі и Ѵз являются линейными аксиомами. 

Из аксиомы линейной полноты вытекает следующее более общее предло¬ 
жение 

Теорема 7. (теорема полноты). Элементы геометрии (т. е точки, прямые 
и плоскости) образуют систему, которая при сохранении аксиом соединения 
и порядка, первой аксиомы конгруэнтности и аксиомы Архимеда не допуска¬ 
ет никакого расширения за счет новых точек, прямых и плоскостей; при сохра¬ 
нении же ісех аксиом элементы геометрии и подавно образуют систему, не 

допускающую подобного расширения. 

Все аксиомы Гильберта дают полную систему аксиом геометрии Евклида; 
это значит, что все они достаточны для логического развития содержания гео¬ 
метрии Евклида. 

2. Интерпретация планиметрии Лобачевского 

Теперь в кратких чертах рассмотрим одну из возможных интерпретации 
планиметрии Лобачевского. 

Этой интерпретации предпошлем одно замечание. 

Система аксиом геометрии Лобачевского отличается от системы аксиом 
Евклида только одной аксиомой, именно — аксиомой о параллельных. Стало 
быть, аксиомы I, И, III и V групп аксиом Гильберта входят в систему аксиом 
Лобачевского, но на место аксиомы IV группы ставится новая аксиома Лоба¬ 
чевского. 

Рассмотрим в плоскости прямую а и точку О (рис 32). Проведем через 
точку О прямые а' и а" до пересечения с прямой а в точках К' и К". Будем 


О 



вращать прямые а' и а" около точки О (как указано на чертеже стрелками) 
так, чтобы при вращении каждая из этих прямых имела общую точку с пря¬ 
мой а (точки К' и К"). При таком вращении прямые а' и а" стремятся к не¬ 
которым предельным положениям. Если мы примем аксиому о параллельных 
Евклида, то эти предельные положения прямых а' и а" совпадут; именно это 
будет прямая, проходящая через точку О и параллельная к прямой а Но ес¬ 
ли мы отвергнем аксиому Евклида о параллельных, то прямые а' и а" будут 
стремиться к различным предельным положениям, к некоторым различ¬ 
ным прямым 01* и 01* і, каждая из которых не пересекает прямую а. 


19* 
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Легко убедиться, что в этом случае все прямые, проходящие через точку 
О, по отношению к прямой а разбиваются на три класса (рис. 33): всякая 
прямая а', проходящая через точку О внутри пересекает прямую а; 



Рис. 33 


всякая прямая а", проходящая через точку О внутри /.К'ОЬ (или /.КОЬ'), 
не пересекает прямую а; две прямые КЬ и /('//, не пересекающие прямую а, 
отделяют класс первых от класса вторых прямых. Именно эти прямые /(/. и 
К'Ѵ Лобачевский называл параллельными по отношению к прямой а; всякая 
прямая а", не пересекающая прямую а, называлась Лобачевским расходя¬ 
щейся с прямой а. 

После этих пояснений становится понятным смысл аксиомы Лобачевского 
о параллельных. 

Пусть а — произвольная прямая и О — точка вне ее; тогда в плоскости, 
определенной точкой О и прямой а, можно провести по крайней мере две раз¬ 
личные прямые, проходящие через О и не пересекающие а. 

Переходим к рассмотрению одной из возможных интерпретаций планимет¬ 
рии Лобачевского. 

Проведем в евклидовой плоскости прямую Х'Х. Рассмотрим область объек¬ 
тов, состоящую из всех точек верхней полуплоскости (за исключением точек 
прямой Х'Х), из всех полуокружностей, центры которых лежат на прямой 
Х'Х, и полупрямых, перпендикулярных к прямой Х'Х (рис. 34). Точки верхней 
полуплоскости мы будем называть точками, а полуокружности и полупрямые 
будем называть прямыми. 











Легко показать, что таким образом определенные «точки» и «прямые» 
удовлетворяют всем плоскостным аксиомам геометрии Лобачевского. 

Центры рассматриваемых полуокружностей лежат на прямой Х'Х Поэтому 
через каждые две точки верхней полуплоскости можно провести только одну 
такую полуокружность или одну полупрямую (рис 35). Следовательно, мы 


■Я 


В 



Рис 35 


можем сказать, что две «точки» определяют одну «прямую». Рисунки 36 и 37 
наглядно показывают выполнимость аксиом II группы 

Рассмотрим «прямую» а и «точку» О вне ее (рис. 38). Спросим сколько 
можно провести «прямых», проходящих через «точку» О и параллельных «пря¬ 
мой» а ? Чертеж ясно показывает, что таких «прямых» можно провести две. 
Больше того, из чертежа видно, что все «прямые», проходящие через «точку» 
О, по отношению к «прямой» а разбиваются на три класса «прямые» а', пере¬ 
секающие «прямую» а; «прямые» а", расходящиеся с «прямой» а\ две «пря¬ 
мые» КЬ и К'Ь', «параллельные» «прямой» а. 

При доказательстве выполнимости аксиом III и V групп мы сталкиваемся 
с затруднением, о котором говорилось выше при рассмотрении интерпретаций 
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геометрии Евклида 1 . Но и тут, оказывается: если соответствующим обра¬ 
зом изменить понятие длины, можно достигнуть желаемого результата. 
При этом мы должны будем измерять длину отрезка А В (рис. 39) числом 

ав = л? Г іп Ц- — іп{& -|1> 

где к — так называемая абсолютная постоянная. 

В 



Легко видеть, что при таком способе измерения «длин» отрезков «прямые» 
становятся «бесконечными». При этом путем сложения «длин» отрезков А В и 
ВС убеждаемся в том, что 

АВ + ВС=АС. 

При соответствующем истолковании понятия «движения» (на чем мы 
здесь не останавливаемся) можно убедиться в выполнимости III и V групп 
аксиом. 

Итак, все плоскостные аксиомы геометрии Лобачевского справедливы для 
наших «точек» и «прямых»; стало быть, для них справедливы и все теоремы 
геометрии Лобачевского. Иначе говоря, мы указали область объектов, к кото¬ 
рой применяется планиметрия геометрии Лобачевского, в которой она осу¬ 
ществляется. 

Подтвердим следующим примером, что для «точек» и «прямых» справед¬ 
ливы теоремы геометрии Лобачевского. 


1 См. параграф 5 первой главы первой части. 
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В геометрии Евклида сумма углов треугольника есть величина постоян 
ная, равная двум прямым Наоборот, в геометрии Лобачевского сумма углов 
треугольника меньше двух прямых, при этом сумма углов треугольника умень 
шается по мере увеличения его сторон, стремясь к нулю при безграничном 
увеличении длин сторон Рисунки 40 и 41 наглядно доказывают выполнимость 
теоремы о сумме углов треугольника в геометрии Лобачевского Именно, ри 
сунок 40 показывает, что сумма углов в треугольнике меньше двух прямых, 
на рисунке 41 изображен треугольник с «бесконечно большими» сторонами — 
его сумма углов равна нулю 




Рис 41 

Среди интерпретаций геометрии Лобачевского имеются и такие, основные 
образы которых — точки, прямые и плоскости — отнюдь не пространственной 
природы 

Можно из действительных чисел создать такие объекты, которые, будучи 
рассматриваемы как точки, прямые и плоскости, удовлетворяют всем аксиомам 
геометрии Лобачевского Стало быть, все теоремы геометрии Лобачевского 
будут выражать свойства, этим числовым точкам, прямым и плоскостям 
присущие 


3. Непротиворечивость геометрии Лобачевского 

Из действительных чисел можно создать объекты, которые, будучи рас 
сматриваемы как точки, прямые и плоскости, удовлетворяют всем аксиомам 
геометрии Лобачевского Это значит, что каждая аксиома и теорема геомет 
рии Лобачевского становится теоремой арифметики действительных чисел Ес 
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ли бы гометрия Лобачевского была противоречивой, то противоречие имело бы 
место и в арифметике действительных чисел. Если арифметика действительных 
чисел непротиворечива, то непротиворечива и геометрия Лобачевского. 

Можно, однако, и не ссылаться непосредственно на теорию действитель¬ 
ных чисел. В самом деле, выше мы описали совокупность объектов геометрии 
Евклида, которые вместе с тем подчиняются и всем плоскостным аксиомам гео¬ 
метрии Лобачевского. Тем самым было доказано, что каждая плоскостная ак¬ 
сиома геометрии Лобачевского и каждая вытекающая из них теорема выра¬ 
жают свойства, присущие объектам планиметрии Евклида. Если бы планимет¬ 
рия Лобачевского была противоречивой, то противоречие не замедлило бы про¬ 
явиться и в планиметрии Евклида. 

4. Независимость аксиомы о параллельных 
от I, II, III и V групп аксиом Гильберта 

Если исходить из остальных аксиом геометрии Евклида, то нельзя ли 
при их помощи доказать справедливость аксиомы Евклида о параллельных? 

Этот вопрос можно сформулировать так: можно ли при помощи I, II, III 
и V групп аксиом Гильберта доказать аксиому о параллельных? 

Открытие геометрии Лобачевского показало, что в вышеустановленном 
смысле доказать аксиому Евклида о параллельных невозможно. Как теперь 
говорят, аксиома Евклида о параллельных независима от остальных аксиом 
геометрии Евклида. 

Переходя к доказательству независимости аксиомы о параллельных, сде¬ 
лаем сначала два замечания. 

Представим себе, что мы исходим из некоторой полуформальной системы 
аксиом А. Каждая аксиома системы аксиом А выражает некоторое отноше¬ 
ние, в котором выступают одноименные объекты любой ее интерпретации. 
Так, например, отношение точек и прямых, выражаемое аксиомой ІІ 3 , имеет 
место как в обычной интерпретации планиметрии Евклида, так и в рассмот¬ 
ренной нами другой ее интерпретации. 

Пусть при помощи системы аксиом А нам удалось доказать какую-либо 
теорему В. Ясно, что теорема В выражает некоторое отношение, в котором 
выступают одноименные объекты любой из интерпретаций системы аксиом А. 
Так, в геометрии Евклида доказывается, что сумма углов любого треугольни¬ 
ка равна двум прямым. Поэтому, какую бы мы ни исследовали интерпретацию 
геометрии Евклида, всегда ее объекты, которые могут быть названы треуголь¬ 
никами, обладают выражаемым этой теоремой свойством: сумма их углов 
равна двум прямым. 

Допустим, что, исследуя объекты какой-либо интерпретации системы ак¬ 
сиом А , мы нашли, что некоторые из них выступают в каком-то ином, в яв¬ 
ном виде в аксиомах не сформулированном, отношении. Ясно, что у нас по¬ 
является законное стремление доказать, что эти объекты будут всегда высту¬ 
пать в подмеченном нами отношении. Иногда это удается сделать довольно 
просто. Но иногда мы не сможем дать доказательство не потому, что мы его 
еще не нашли, а потому, что его дать невозможно. В самом деле, представим 
себе, что в какой-либо другой интерпретации системы аксиом А одноименные 
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нашим объектам объекты выступают в диаметрально противоположном под¬ 
меченному нами отношении Ясно, что тогда при помощи системы аксиом А 
мы никогда не докажем теорему, которая утверждает, что наши объекты 
должны выступать в подмеченном нами отношении 

Но точно такое же положение имеет место при попытке доказать аксиому 
Евклида о параллельных В самом деле, система аксиом геометрии Лобачев 
ского отличается от системы аксиом геометрии Евклида только одной аксио¬ 
мой, именно — аксиомой о параллельных При этом аксиома Лобачевского о 
параллельных по смыслу противоположна аксиоме Евклида о параллельных 
Если бы при помощи I, II, III и IV групп аксиом Гильберта нам удалось до¬ 
казать аксиому Евклида о параллельных, то это значило бы, что, какую бы 
мы ни взяли интерпретацию этих аксиом, объекты любой из них (именно, пря¬ 
мые) выступали бы в отношении, выражаемом аксиомой Евклида о параллель¬ 
ных Однако мы знаем, что объекты любой интерпретации геометрии Лобачев 
ского удовлетворяют всем аксиомам I, II, III и V групп аксиом Гильберта, 
но отношение, выражаемое аксиомой Евклида о параллельных, для них не¬ 
справедливо Отсюда мы заключаем, что при помощи аксиом I, II, III и V 
групп аксиом Гильберта нельзя доказать аксиому Евклида о параллельных 
Надо отметить, что независимость аксиомы Евклида о параллельных не 
исключение Гильберт, например, показал, что при помощи аксиом I, И, III и 
IV групп нельзя доказать аксиому Архимеда 



ПРИЛОЖЕНИЕ 2 


СИСТЕМА АКСИОМ ГЕОМЕТРИИ ЕВКЛИДА, 
РАЗРАБОТАННАЯ Г. ВЕЙЛЕМ 

Г. Вейль разработал и обнародовал в 1918 году новую полуформализо¬ 
ванную систему аксиом геометрии Евклида, существенно отличающуюся от 
системы аксиом Гильберта '. Особенности аксиоматики Г. Вейля обусловлены 
тем, что он имел в виду ее использование для наиболее естественного построе¬ 
ния тензорного анализа и римановой геометрии как оперативного аппарата 
теории относительности. 

Аксиоматика Г. Вейля — это аксиоматика л-мерного пространства Евкли¬ 
да. При ее построении Г. Вейль использует данные теории действительных 
чисел, т. е. предполагает последнюю построенной ранее. 

Сначала Г. Вейль изложил точечно-векторную аксиоматику л-мерного аф¬ 
финного пространства (1—10 аксиомы). Добавив к этой аксиоматике аксиомы 
(Г—3'), описывающие метрические свойства л-мерного пространства Евклида, 
Г. Вейль получил полную систему аксиом л-мерной геометрии Евклида. 

В системе Г. Вейля неопределимыми понятиями (в прямом смысле) явля¬ 
ются понятия «точка» и «вектор». Они определяются косвенно, посредством 
перечисления их свойств в аксиомах. В приложениях (векторный и тензор¬ 
ный анализ, теория относительности) понятия «точка» н «вектор» приобрета¬ 
ют конкретный смысл, например вектор как скорость или вектор как сила. 

Точечно-векторная аксиоматика 
п-мерного аффинного пространства 

Точечно-векторным л-мерным аффинным пространством называется мно¬ 
жество «точек» и «векторов», удовлетворяющих нижеследующим аксиомам 
1 — 10 . 

Первая группа аксиом (1—4). 

1 . Существует по меньшей мере одна точка. 

2. Каждой паре точек А, В, заданных в определенном 
порядке, поставлен в соответствие один и только один 
вектор. 


1 См.: Н. )Ѵ е у 1. Тетрз, еврасе, таііёге. Ьедопв виг Іа іЬёоПе бе Іа ге- 
Іаііѵііё рёпёгаіе, ёб. 4. Рагів, 1958. Первое издание работы Г. Вейля вышло 
в свет в 1918 году. Мы излагаем аксиоматику Г. Вейля, следуя П. К. Рашев¬ 
скому. См.: П. К. Рашевский. Риманова геометрия и тензорный анализ, 
изд. 2. М, «Наука», 1964. 
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Этот вектор обозначают символом АВ или одной (жирной) буквой а, х 
и т п 

3 Для каждой точки А и каждого вектора X существу¬ 
ет одна и только одна точка В, такая, что 


АВ = Х. 


Знак = между векторами (как и между числами) рассматривается здесь 
как знак тождества. 

4 . (Аксиома параллелограм¬ 
ма). Если АВ — СЬ , то АС=вЪ. 


Если определить сумму векто¬ 
ров как их геометрическую сумму, 
то можно доказать, что сложение 
векторов — операция коммутатив¬ 
ная и ассоциативная. А 

Вторая группа аксиом (5—10). 

Вторая группа аксиом имеет 
целью описание операции умноже¬ 
ния вектора на число Под числом здесь 
число 



понимают только действительное 


5. Каждому вектору х и каждому числу а поставлен в 
соответствие определеннный вектор. 

Этот вектор называют произведением вектора х на число а и обо¬ 
значают символом ах. 


6 . 1х=х, 

7. ( я+^Х^аХ + Рх, 

8 а(х+у)=аХ-}-яу, 

9. а(Зх)=(зр)Х. 

Установленнные аксиомы и их следствия позволяют производить по обыч¬ 
ным правилам выкладки с участием операций сложения и умножения на 
число. 

Определение Векторы Х\, х 2 , ... ,Х п называются линейно зависимыми, 
если существуют п чисел <хь а 2 , •• > а л , из коих хотя бы одно отлично от ну¬ 
ля, таких, что 

а 1 х 1 "I ~ а П Х П—®’ 

Если таких п чисел не существует, то векторы называются линейно не¬ 
зависимыми. 

Пусть векторы Хі, х 2 , ... Х п линейно зависимы и пусть аі=^0. Тогда 



1 Можно привлечь и множество комплексных чисел. Тогда получаемое 
я-мерное аффинное пространство называется комплексным Мы ограничива¬ 
емся действительными числами, имея в виду описание аксиоматики геометрии 
Евклида 
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Следовательно, при линейной зависимости по крайней мере один из век¬ 
торов может быть выражен в виде линейной комбинации остальных, т. е., 
как еще говорят, разложен по ним. 

10 (аксиома размерности). С у ще с т в у е т п линейно независи¬ 
мых векторов, но любые л+1 векторов линейно зави¬ 
симы между собой. 

Если /і=3, то множество «точек» и «векторов», удовлетворяющих акси¬ 
омам 1—10, является трехмерным аффинным пространством. 

Чтобы из аксиоматики трехмерной аффинной геометрии получить аксиома¬ 
тику обычной геометрии Евклида, надо к первой присоединить аксиомы, опи¬ 
сывающие метрические свойства пространства Евклида. Для этого достаточ¬ 
но определить в трехмерном аффинном пространстве скалярное произ¬ 
ведение векторов. 

Трехмерным евклидовым пространством называют трехмерное аффинное 
пространство, в котором задано скалярное произведение векторов, т. е. каж¬ 
дой упорядоченной паре векторов х у у поставлено в соответствие число, обоз¬ 
начаемое х у у или {х,у) и удовлетворяющее нижеследующим условиям: 

1. Условие симметрии: 

(*»У) = (У>х). 

2. Условие билинейности: 

(*1 *1+ 22*2, у)=2і (*і ,у) +*2{х 2 ,у). 

3. Условие положительной определенности: 

Если хф 0 , то 

(х у х) > 0. 

Из аксиомы 3 следует условие невырожденности: 

Если хф 0 , то существует такой вектор у , что 

(х Р у) ф 0 . 

Скалярным квадратом вектора х называется скалярное произведение 
(*,*). Его обозначают х г , т. е. по определению х а =(х,х). 

Векторы х и у называются ортогональными, если 

(х,у)= 0. 


Длиной вектора х называют у х % ; ее обозначают символом 

[х[. 

Расстоянием между точками А и В называют длину вектора АВ. 

Из факта существования скалярного произведения векторов можно вы¬ 
вести все метрические свойства трехмерного (п-мерного) пространства Евкли¬ 
да. При п=2 получается евклидова планиметрия, п= 1—геометрия евклидо¬ 
вой прямой. 

Математическим аппаратом специальной теории относительности является 
одна из четырехмерных псевдоевклидовых геометрий. Для общей теории отно¬ 
сительности нужен гораздо более общий аппарат псевдоримановой геометрии. 
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